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" AYERTISSEMENT.

L4 selution de tout probléme déterminé se réduit, en
derniére analyse, & la résolution d’une ou de plusieurs
équations, dont les coefliciens sont donnés en nombres,
ct qu’on peut appeler équations numérigques. 11 est done
important d’avoir des méthodes pour résoudre compléte-
ment ces équations, de quelque degré qu’elles soient. Celle
que Pon.trouve dans Je Recueil des Mémoires de I’Aca-
démie de Berlin pour I'année 1767, est jusqu’ici la seule
qui offre des moyens directs et sirs de découvrir toutes
les racines réelles d’une équation numérique donnée , et
d’approcher le plus rapidement et aussi prés que 'on veut
de chacune de ces racines. Plusieurs personnes ayant paru
desirer d’avoir & part le Mémoire qui conticnt cette mé-
thode, on le donne ici avec les Additions qui ont paru
dans le volume des Mémoires de la méme Académie pour
Pannée 1768, et avec quelques Notes que Pauteur a cru
devoir y joindre, ct quon a rejetées a la fin pour ne pas
interrompre 'ordre des matiéres.

11 faut bien distinguer la résolution des équations numé-
riques de ce qu’on appelle en algébre la résolution générale
des ¢quations. La premiére est, a proprement parler, une
opération arithmétique , fondée a Ja vérité sur les Pprincipes

.généraux de la théorie des équations , mais dont les résul-
_tats ne sont que des nombres, ot 'on ne reconnait plus les.
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premiers nombres qui ont servi d’é1émens, et qui ne con-
servent aucune trace des différentes opérations particu-
licres qui les ont produits. L’extraction des racines carrées
et cubiques est 'opération la plus simple de ce genre ; c’est
la résolution des équations numériques du second et du
troisiéme degré , dans lesquelles tous les termes intermé-
diaires manquent. Aussi conviendroit-il de donner dans
Parithmétique les régles de la résolution des équations nu-
mériques, sauf & renvoyer a 'algébre la démonstration de
<celles qui dépendent de la théorie générale des équations.
Newtonaappelél’algébre arithmétique universelle. Cette
dénomination est exacte & quelques égards ; mais elle ne
fait pas assez connoitre la véritable différence qui se trouve
entre arithmétique et algébre. Le caractére essentiel de
celle~ci consiste en ce que les résultats de ses opérations ne
donnent pas les valeurs individuelles des quantités qu’on
cherche , comme ceux des opérations arithmétiques ot des
constructions géomélriques , mais représentent senlement
les opérations, soit arithmétiques ou géométriques qu’il
faudra faire sur les premiéres quantités données pour obte-
nir fes valeurs cherchées; je dis arithmétiques ou géomé-
triques, car on connoit depuis Viéte les constructions
géométriques par lesquelles on peut faire sur les lignes
les mémes opérations que I’on fait en arithmétique sur les
pombres.

L’algébre plane pour ainsi dire également sur Parithmé-
tique et sur la géométrie; son objet n’est pas de trouver les
valeurs mémes des quantités cherchées, mais le systéme
d’opérations a faire sur les quantités données pour en dé-
fluire Jes valeurs des quantités qu'on cherche,, d’aprés
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les conditions du probléme. Le tableau de ces opérations
représentées par les caracléres algébriques, est ce qu’on
nomme en algébre une formule; et lorsqu’une quantité
dépend d’autres quantités, de maniére qu’elle peut étre
exprimée par une formule qui contient ces quantités, on
dit alors qu’elle est une fonction de ces mémes quantités.

L’algeébre prise dans le sens le plus étendu, est Vart de
déterminer les inconnues par des fonctions des quantités
connues, ou qu’on regarde comme connues; et la résolu-
tion générale des équations consiste & trouver pour toutes
les équations d’un méme degré, les fonctions des coefficiens
de ces équations qui peuvent en représenter toutes les
Tacines, ,

Onn’a pu jusqu’a présent trouver ces fonctions que pour
les équations du second, du troisicme et du quatriéme
degré ; mais quoique ces fonctions expriment générale-
ment toutes les racines des équations de ces mémes degrés,
elles se présentent néanmoins, des le troisieme degré,
sous une forme telle qu'il est impossible d’en tirer les
valeurs numériques des racines par la simple substjlution
de celles des coefliciens, dans les cas mémes ot toutes les
racines sont essentiellement réelles; c’est cette difficulté
queles Analystes désignent par le nom de cas irréductible ;
elle auroit lieu a plus forte raison dans les équations des
degrés supérieurs, s’il étoit possible de les résoudre par
des formules générales.

Heureusement on a trouvé moyen de la vaincre dans le
troisi¢me et le quatriéme degré , par la considération de la
trisection des angles, et par le secours des tables trigono-
métriques ; mais ce moyen, qui dépend de la division des
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angles, n’est applicable dans les degrés plus élevés qu’a
une classe d’équations trés-limitée; et on peut assurer
d’avance que quand méme on parviendroit & résoudre
généralement le cinquiéme degré et les suivans, on n’au-
roit par-la que des formules algébriques, précieuses en
elles-mémes, mais trés-peu utiles pour la résolution effec-
tive ct numérique des équations des mémes degrés, et
qui, par couséquent, ne dispenseroient pas d’avoir re-
cours aux méthodes arithmétiques qui sont 'objet de ce
Traité.

MEMOIRE

MEMOIRE

SUR LA RESOLUTION

DES

EQUATIONS NUMERIQUES.

Viireestle premier qui se soit occupé de la résolution des
équations numériques d’un degré quelconque. 11 fait voir dans le
Traité de numerosa potestatum adfectarum resolutione , comment
on peut résoudre plusieurs équations de ce genre par des opéra-
-tions analogues & celles qui servent i extraire les racines des
nombres.

Harriot, Ougtred , Pell ; &c. ont cherché & faciliter la pra«
tique de cette méthode, en donnant des régles particuliéres
pour diminuer les tdtonnemens, suivant les différens cas qui
ont lieu dans les équations relativement aux signes de leurs
termes. Mais la multitude des opérations qu’elle demande , et
Pincertitude du succés dans un grand nombre de cas, Pont fait
abandonner entiérement avant la fin du siécle dernier.

En effet, il est aisé de se convaincre qu’elle ne peut réussir
d’une maniére certaine , que pour lgs équations dont tous les
termes ont le méme signe, & Uexception du dernier tout connu j
,car alors ce terme devant étre égal & la somme de tousles autres;
on peut, par des titonnemens limités et réglés, trouver succes-
sivement tous les chiffres de la valear de Pinconnue , jusqu’an
degré de précision qu’on aura fixé. Dans tous les autres cas,
les titonnemens deviendront plus ou moins incertains, & cause

des termes soustractifs,
*A
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1l faudroit donc , pour emploi de cette méthode, qu’on pit
par une préparation préliminaire réduire toutes les équations &
cette forme : or on le peut toujours, pourvn qu’on ait deux limites
d’une racine , Pune en plus, autre en moins, et qui soient
telles que toutes les autres racines , ainsi que les parties réelles
des racines imaginaires s’il y en a, tombent hors de ces limites;
car on peut alors , par une substitution , transformer 'équation
de mauni¢re que cette racine soit positive en méme temps que
toutes les autres racines réelles, ainsi que les parties réelles
des racines imaginaires seront négatives ; et il n’est pas difficile
de s’assurer que, dans cet état, Iéquation transformée aura la
forme demandée , ou lacquerra nécessairement en diminuant
Ppeu-d-peu toutes ses racines d’une méme quantité qu’on trouvera
par quelques essais. Mais la difficulté de trouver ces limites est
elle-méme aussi grande , et peut étre quelquefois plus grande
que celle de résoudre Péquation.

A la méthode de Victe a succédé celle de Newton, qui
n’est proprement qu'une méthode d’approximation » puisqu’elle
suppose que l’on ait déja la valeur de la racine qu’on cherche ,
@ une quantité prés moindre que sa dixiéme partie ; alors on
substitue cette valeur plus une nouvelle inconnue & Pinconnge
de Péquation proposée, et Pon a une seconde équation dont
la racine est ce qui reste 4 ajouter & la premiére valeur pour
avoir la valeur exacte de la racine cherchée ; mais 4 cause de
la petitesse supposée de ce reste , on néglige dans la nouvelle
équation le carré et les pqissances plus hautes de linconnue;
et I'équation étant ainsi rabaissée au premier degré , on a sur-
le-champ la valeur de Vinconnne. Cette valeur ne sera encore
quapprochée ; mais on pourra s’en servir pour en trouver une
autre plus exacte, en faisant sur la seconde équation la méme |
opération que sur la premiére , et ainsi de suite. De cette ma-
mere, on trouve & chaque opération mne nouvelle quantité
4 ajouler ou i retrancher de la valeur déja trouvée, et on
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a la racine d’autant plus exacte, qu’ an_pousse le calcul plus
loin.

Telle est la méthode que V'on emploie communément pour
résoudre les équations numériques ; mais elle ze sert, comme
Von voit , que pour celles qui sont déja a-peu-prés résolues. De
plus, elle n’est pas toujours stire ; car en négligeant & chaque
opération des termes dont on ne connoit pas la valeur, il est
impossible de juger du degré d’exactitude de chaque nouvelle
correction; et il peut arriver, dans les ¢quations qui ont des
racines presque égales , que la série soit trés-peu convergente ,
ou qu’elle devienne méme divergente aprés avoir 6té conver-
gente. Enfin elle a encore inconvénient de ne donner que des
valeurs approchées des racines mémes qui peuvent étre expri-
mées exactement en nombres , et de laisser par conséquent en
doute si elles sont commensurables-on non.

Le probléme qu’on doit se proposer dans cette partie de
PAnalyse, est celui-ci: Etant donnée une équation numérique
sans aucune notion de la grandeur ni de la nature de ses
racines , en trouver les valeurs numeérigues , exactes s’il est
possible,, ou aussi approchées qu’on voudra. Ce probléme n’a pas
encore été résolu; et c’est 'objet desrecherches suivantes.

¥A 2
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CHAPITRE PREMIER.

Meéthode pour trouver, dans une équation numérique

quelconque , la yvaleur entiére la plus approchée de
chacune de ses racines réelles.

1. Thdoréme I. S1Von a une équation quelconque, et que 'on
trouve deux nombres tels qu’étant substitués successivement &
la place de I'inconnue de cette équation , ils donnent des résul-
tats de signe contraire,, Péquation aura nécessairement au moins
une racine réelle dont la valeur sera entre ces deux nombres.

. Ce théaréme est connu depuis long-temps, et Pon a coutume
de lg démontrer par I théarie des lignes courbes ; mais on peut
aussi le démontrer directement par la théorie des éqﬁa;ions en
cette sorte : Soit x I'inconnue de ’équation’, et « 3By, &c.,ses
racines , 'équation se réduira , comme Von sait » & cette forme

) (2 — «) (2 —8) (& — 9)eve. = o. ¢
Or, soient p et ¢ les nombres qui, substitués par x , donne-
ront des résultats de signe contraire s il faud
deux quantités :
(p—=)(p—8)(P—13)....
g =) (g —8) (g —3).....

soient de signes différens; par conséquent, il faudra qu’il y ait
au.moins deux facteurs correspondans » COMMEp —aet g—a
qui soient de signes contraires : donc il Y aura au moins une de;
rz’acmes de I’équation , comme «, qui sera entre les nombres petg
C'est--dire plus petite que le plus grand de ces deux nombres:

et pluf grande que le plus petit ’entr’eux ; donc cette racine
sera nccessairement réelle.

ra donc que ces
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2. Corollaire 1. Donc, si les nombres p et ¢ ne différent un
de Pautre que de Vunité , ou d’une quantité moindre que
Punité, le plus petit de ces nombres, s’il est entier ,ou le nombre
entier qui sera immédiatement moindre que le plus petit de ces
deux nombres, s’il n’est pas entier, sera la valeur entiére Ia
plas approchée d’une des racines de ’é¢quation. Sila différence
entre p et ¢ est plus grande que Punité, alorsnommantz, 7 + 1,
n 4 2, &c. les nombres entiers qui tombent entre p et ¢, il est
clair que, si on substitue successivement a la place de ineonnue
les nombres p, 7, 7 + 1,7 + 2, &c. ¢, on trouvera nécessai-
Jrement deux substitutions consécutives qui donneront des résul-

. tats de signes différens; donc, puisquelesnombres qui donneront

ces deux résultats ne différent entr’eux que de 'unité, on trou-
vera, comme ci-dessus , la valeur entiére la plus approchée d’une
des racines de I’équation.

3. Corollaire ». Toute éqnation dont le dernier terme est
négatif , en supposant le premier positif, a nécessairement une
racine réelle positive , dont on pourra trouver la valeur entiére
Ta plus approchée, en substituant & Ia place de I'inconnue les
nombres 0, 1,2, 3, &c. jusqu’d ce que l'on rencontre deux
substitutions qui donnent des résultats de signe contraire. '

Car, en supposant le premier terme ™, et le dernier — H,’
(H étant un nombre positif ) on anra, en faisant x = o0, Ié résultat
négatif — H, et enfaisant x = o0, le résultat positif co”; donc
on aura ici p =0, et ¢ = 00 ; donc les nombres entiers inter-
médfaires seront tous lesnombres naturels r, 2, 5, &c. done, &ec.
{ Coroll. prec.) . '

De-la on voit, 1°. que toute équation d’un degré impair , dont
te dernier terme est négatif, a néeessairement une racine réelle
positive. ,

- 2% Que toute équation d’un degré impair, dont le dernier
terme est positif, a nécessairement une racine réelle négative ;
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car, en changeant & en — =, le premier terme de Péquation
deviendra négatif : donc, changeant tous les signes pour rendre
de nouveau le premier terme positif, le dernier deviendra néga-
tif : donc Péquation aura alors une racine réelle positive ; par
<onséquent , Péquation primitive aura une racine réelle ncgative,

8°. Que toute équation d’un degré pair, dont le dernier terme
st négatif, a nécessairement deux racines réelles, une positive
et Pautre négative ; car, premiérement , elle aura une racine
réelle positive ; ensnite, comme en changeant x en — , le
premicr terme demeure positif, la transformée aura aussi une
racine réelle positive : donc ’équation primitive en aura une
réelle et négative.

4. Remargue. Comme on peut toujours changer les racines
négatives d’une équation quelcongue en positives , en changeant
seulement le signe de I'inconnue , nous ne considérerons dans
la suite, pour plus de simplicité ; que les racines positives ; ainsi ,
quand il s’agira ’examiner les racines d’une équation donnée ,
on considérera d’abord les racines positives de cette équation ,
ehsuite on y changera les signes de tous les termes ou Pinconnue
se trouvera élevée & une puissance impaire , et on considérera
de méme les racines positives de cette nouvelle €quation ; ces
racines, prises en moins , seront les racines négatives de la
proposée. '

5. Théoréme II. Si dans une équation quelconque qui a
une ou plusieurs racines réelles et inégales s on substitue suc-
cessivement a la place de 'inconnue deux nombres, dont Pun
soit plus grand et dont l'autre soit plus petit que P'une de ces
racines, et qui different en méme temps Pun de Pantre d’une
quantité moindre que la différence entre cette racine et chacune
des autres racines réelles de ’équation » ces deux substitutions
donneront nécessairement deux résultats de signes contraires.
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En effet, soit= une desracines réelles etinégales de Péquation,
et 8,7, 4, &c. les autres racines quelconques ; soit de plus ¢ la
plus petite des différences entre la racine « et chacune des autres
racines réelles de ’équation, il est clair qu’en prenant p > o,
g <e,etp—g<p,les quantités p — «, et g — « seront de
signes contraires , et que les quantités p — 8, p — 5, &c. seront

" ehacune de méme signe que sa correspondante g—B,9g—19,&c.

car, sip—4@, et ¢ — B étoient de signes contraires » il faudroit
que @ fiit aussi compris entre p et 7> ce quine se peut. Dons
les deux quantités
(p—a)(p—8)(p—12).....
(g=2)(g—8) (g—3)m..n.
Cest-a-dire les résultats des substitutions de p et ¢ & la place:
de Pinconnue « ( n°. 1 ) » seront nécessairement de signes.
contraires.

6. Corollaire 1. Donc » si dans une équation quelconque on
substitue successivement a la place de Vinconnue les nombres.
e€n progression arithmétique

0,8,28,58,4A,8C.0v0uqn..... (A)
les résultats correspondans formeront une suite , dans laquelle-
il y aura autant de variations de signes que ’équation proposée-
aura de racines réelles positives et inégales, mais dont les diff-
rencesne seront pasmoindres que la différence ade la progression.
De sorte que si on prend a égale ou moindre que la plus petite
des différences entre les différentes racines positives et inégales
de Véquation,, la suite dont il s’agit aura nécessairement autang

_ de variations de signe que I'équation contiendra de racines réelles.

positives et inégales.

Donc, si la différence a est en méme temps égale ou moindre:
que 'unité, on trouvera aussi » par ce moyen, la valeur entiére-
approchée de chacune des racines réelles positives et inégales:
de Péquation (n° 2). ’

Sil’équation ne peut avoir qu’une seuleracine réelle et positive,
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ou si elle en a plusicars, mais dont les différences ne soient pas
moindres que Punité, il est clair qu’on pourra faire A = 1, c’est-
a-dire qu’on pourra prendre les nombres naturels o, 1, 2, 3, &c.
pour les substituer 4 la place de Pinconnue ; mais, il y a dans
équation des racines inégales dont les différences soient moindres
que Punité, alors il faudra prendre a moindre que l'unité, et
telle qu’elle soit égale ou moindre que la plus petite desdifférences
entre les racines dont il s’agit : ainsila difficulté se réduit a trouver
la valeur qu’on doit donner & & ; en sorte qu'on soit assuré qu’elle
ne surpasse pas la plus petite des différences entre les racines
positives et inégales de équation proposée : c’est Pobjet da
probléme suivant.

7+ Corollaire 2. Toute équation qui n’a qu’un seul change-

ment de signe, ne peut avoir qu’une seule racine réelle positive.

1l est d’abord clair que Véquation aura nécessairement une
racine réelle positive, 4 cause que son dernier terme sera de
signe différent du premier (n°. 3).

Or, soit ( en supposant le premier terme positif, comme &
Yordinaire) X la somme de tous les termes positifs de I'équation,
et Y la somme de tous les négatifs , en sorte que Péquation soit
X —Y = o; et puisqu’il 0’y a, par ’hypothése , quun seul
changement de signe, il est clair que les puissances delinconnue x
du polynome X seront toujours plus hautes que celles du poly-
nome Y ; de sorte que si & est la plus petite puissance de x dans
Je polynome X, et qu'on divise les deuix polynomes X et Y par 7,

la quantité — ne contiendra que des puissances positives de x,
' x
., Y . . A
et la quantité — ne contiendra que des puissances négatives
a S s . X
e x ; dou il sensuit que & croissant , la valeur de — devra
X

croltre aussi , et & diminuant, yo diminpera aussi, & meins

que

€t soit'z la différence entre les deux ra
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que le polynome X ne contienne que le seul terme 2"

9
» auquel

€as — sera u H (0]
. tOu;ours ne quantlte constante ;aun ¢ nt{raire Y
x CIO]‘SSant 18 \4 1 —
) aieur de dlﬂlln €ra necessaireme; etx d -
v a saire Ilt, t 1

. Y
minuant , — ir i
> 5 lra en augmentant. Soit e la racine réelle et

ositive ’é i
P de Péquation , on aura done, lor

donc aussiz—_——Y—'d it ;
= g -donc, en substituant an lieu de x des

sque x = ¢, X =Y;

nombres

X
- >

L et . fo1 s
e 72 €t par consequent X — Y égal & un nombre positif';

u
v quelconques plus grands que @, on aura toujours

et en substi i
tituant au lieu de x des nombres moindres que a, o

aura toujours E X 4
) = < 57 et par conséquent X — Y égal & un

nombre négatif ; i i i
nombr rfe,;;latlf. d.o'nc il sera impossible que Péquation ait des
reelles positives plus grandes ou plus petites que a

80 .PI‘Ob é i ’
- : léme.. Une équation quelconque étant donnée , trouver

€ autre €quation dont lesracines soien :
racines de ’équation donnée.

Soit donnée V’équation

m -

x,.—-Ax" ‘+Bx"‘”—Cx”‘"’+ &e,. —=o. B
on sait que x peut étre indifféremment ¢ oo
35 racines : soit #’ une autre racine
€quation, en sorte que I'on ait aussi

/m — Im oe- N
x Axm '-{--Bx’""”—Cx"""R-i- &C._______o’

tles différencesentre les

gal & une quelconque de
quelconque de la méme

cines x et 2, de maniére
. . ..
5 substitnant cette valeur de &’ dans la
€ on, et ordonnant les termes par rappoit 4 %, on
cant par ]un;tml'l en z du méme degré m , laquelle, en commen-
)z ernlers termes, sera de cette forme -
+Yu A+ 2w+ V' + &+ u" =0
B

que Pon ait &' — 4 +u
derniére équation
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les coeffieiens X, Y, Z, &c. étant des fonctions de » telles que
X=a"—Aa""'4+Ba""*—Ca™ 3+ &c.
Y=mas""—(m—1)As" "+ (m—2)Ba"*—&e.

g e, (m—t) (),

3 4 &e.
2
&e.
¢’est-d-dire suivant la notation du ealcul différentiel ,
dX i X a* X
Y'—Tf; Z_zdx-’ = a.%d8 &eo.

Donc, puisque par ’équation donnée (B)on a X = e, Péquation
précédente étant divisée par u, deviendra celle~ci :

Y+ Zu+ Va4 ,&c. + 8" '=0..000u.. (C).
Cette équation, si on y substitue pour & une quelconque des
racines de 'équation (B, aura pour raeines les différences entre
cette racine et toutes les autres de la méme équaation(B): donc,.
si on combine les équations (B) et (C) en éliminant x, on aura
une équation en z, dont les racines seront les difiérences entre

chacune des racines de Péguation (B)ettoutes les autres racines.
de la méme équation ; ce sera Yéquation cherchée,
Mais sans exécuter cette élimination, qui seroit souvent fort
laborieuse , il suffira de comsidérer:
1°. Que , 8,7, &c. étant les racines de Péquationen x, celles
de ’équation en z seront « — @, « —7,&c. p—~a, 88—y, &e.
y—a,y—8, &c. &c. d’od 'on voit que ces racines seront au
nombre de m (m—1), et que de plas elles seront égales deux
4 deux, et de signes contraires; de sorte que Péquation en u
manquera nécessairement de toutes les puissances tmpaires de ,
D fai m(m—1) _ . ,s . .
onc, en faisant —————= = net u*= v, Péquation dont il
s'agit sera de cette forme :
V@t T fV T e &e, =0.... (D)
2. Que(a—g)", (2 —13) (B—9 ), &c. étantles différentes
valeurs de v dans Péquation (DY, le coefficient @ sera'éga] ala
somme de toutes ces valeurs » le coefficient & sera la somme

N 1
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de tous leurs produits deux 3 deux, &ec. 0; , il est facile de voir
que (e =8y 4+ (a2—2)+ (B—2) + e
=(m—1) (*+ g+ + &c.)—2(2f+ 2+ By + &e.);
mais on sait'que 2 B4 29 + B9 + &c.=Bjeta* 4 £ 4 + &ec.
=A*—2B:donconaurag=(m—1)(A*—2B) — 2B,
savoir: @ = (m.~— 1) A* — 2 m Bj; et on pourra, de la méme
maniere , trouver la valeur des autres coefficiens &, ¢, &ec,

Pour y parvenir plus facilement , supposons
Ai=e + 2 +9 + &ec
a=a" 4+ £+ + &
Ay=2o' + £ +9° + &,

&e.
et Pon awra, comme on sait ,
A =A

A= AA, -—~2B
A, =AA, —BA +3C

A, =AA —BA, + CA — 4D
&e.

Supposons de plus ‘
a=(a—B) + (¢ —3) +(B—2) + &o
Gy =(a—B) 4 (a=2) + (B—12)! + &e,

g =(e—p) + (e—9) + (ﬁ-—-y)s + &e.
) &e.
il est facile de voir que I’on aura

@ =(m—r1) A,—-g<-—-—-———(A');“A’)

AJ—A
a = (m—1) Ay 4 (A A, — A + 6 (L)
ay = (m—1)A;—6 (A A;—As) + 15 (A A—A)

L. Ac
— 20 ((ﬁ)_z___)
&e.
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a, =mA,—2

A
2
a,=mA,—4A A + 6(—A;’l

a,=mA;—BA A;+ 15A, A, — 20 9;-)—,

&ec.
et en général
ay, =mA,,—2apA A,y

2p(2p—1) o .
PELEZE A A —

ap(op—1)(2p—a)i.(e41) (Au)

I . 2 . 3,7 o el T,
Les quantités a,, a,, a,, &c. étant ainsi connues, on aura
sur-le-champ les valeurs des coefficiens @, &, ¢, &c. de 'équa-
tion (D) par les formules

a = a, -

==

aa, —a,

b=
a
c__ba,—-aa,+a,
= 5 _
d::‘ca,—ba,-{—aa;—a,‘
4
&ec.

Ainsion pourra déterminer directement les coefficiens @, 5, ¢, &e.
de Péquation (C) par ceux de ’équation donnée (B). Pour cela
on cherchera d’abord par les formules ci-dessus les valeurs des
quantités A,, A, , A, &c: jusqu’a A, , ; ensuite , & aide de celles-
ci,on cherchera celles des quantités a,, a,; a,, &c. jusqu’a
@, , et enfin, par ces derniéres, ontrouverales valeurs cherchées
des coefficiens a, 4, ¢, &ec. :

9+ Remargue. 11 est bon-de remarquer que I’équation (D)
exprime également les différences entre les racines positives et
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négatlves de I’équation ( B); de sorte que la méme équation aura
lieu aussi lorsqu’on changera x en — & pour avoir les racines
négatives (n°. 4 ). )

- Deplus, il est clau' que I'équation (D) sera toujoursla méme,
soit qu'on augmente ou qu’on diminue toutes les racines de
Péquation proposée d’'une méme quantité quelconque: donc,
si cette équation a son second terme , on pourra le faire dispa-
roitre ; et cherchant ensuite Péquation en v qui en résultera,
on aura la méme équation qu’on auroit eue si on n’avoit pas
fait évanouir le second terme ; mais ’évanouissement de ce.
terme rendra toujours la recherche des coefficiens a, 4, ¢, &c.’
un-peu plus facile , parce qu’on aura A.= o, et par conséquent
aussi A, = o; de sorte que les formules du numéro précédent
deviendront

A=o0
A= —2B
A;':: 3C
A= '—B:Aa —4D
&ec
a, = mA,
a,=mA,+ 6 (A )
a, = mA; + 15A A4—20(A’)
&e
a = a;
_aa,—a,
- 2
o — ba —aa, + a; -
3
&e.

10. Corollaire 1. Puisque les racines de Péquation (D) sont
les carrés des différences entre les racines de Iéquation
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proposée (B ), il est clair que si cette équation (D) avoit tous

ses termes de méme signe, auquel cas elle n’auroit ancune racine
réelle et positive; il est clair, dis-je, que, dans ce cas, les diffé-
rences entre les racines de I’équation (B) seroient toutes imagi-

naires; de sorte que cette équation ne pourroit avoir qu’une seule-

racine réelle,, ou bien plusieurs racines réelles et égales entr’elles.

Si ce dernier cas a lieu, on le reconnoitra, et on le résoudra:

par les méthodes connues ( # oyez aussi plus bas le chapitre 1I);
& Dégard du premier cas, 11 s’ensuit du n°. 6 gqu’on pourra
prendre a =1,

11. Corollaire 2. i Péquation {B) a une ou plusieurs conples
de racines égales, il est clair que ’équation (D) aura une ou
plusieurs valears de v égales & zéro; de sorte qu’elle sera alors
divisible une ou plusieurs fois par v. Cette division faite, lors-
qu’elle a lieu, soit Péquation restante disposée & rebours de cette
maniére ;

14 av 4 8¢ 4 o® 4 &o. davimmg.,.... (E)

7 étant = ou < 7; qu’on fasse v = —, e ordonnant Péquation
par rapport & y, on aura 7

Y Aay T By Ty T, &c +7=0.s.... (F).
Qu’on cherche par les méthodes.connues la limite des racines
positives de cette équation , et soit / cette limite ; en sorte que Z

... 1
surpasse chacune des valeurs positives de  : danc 7 sera moin-

ae a1
dre que chacune des valeurs positives de =-ou de v; et par
J

conséquent moindre que chacune des valeurs de »*, & cause de
V=gt probleme précédent ).

Done 7—2 sera nécessairement moindre qu’aucune des valeurs

de u, clesi-i-dire qu'aucune des différences entre les racines
réelles etinégales de Péquation proposée (B).
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Donc, 1% si /I < 1, alors on sera sir que P'équation (B):
n’aura point de racinesréelles dont les différences soient moindres
que Punité : ainsi , dans ce cas, on pourra faire saas scrupule
a=1(n% 6).

. Mais si /' £ =ou > 1, alors il peat se faire qu’il y ait
dans Péquation (B ) des racines dont les différences soient moin-
dres que Punité ; mais , comme la plus petite de ces différences

1
sera toujours nécessairement plus grande que Vi on pourra

) 1 r -7
toujours prendre A == ou < =7 (numéro cité ).
En général , soit £ le nombre entier qui est égal on immédiate-

ment plus grand que y/ Z, et on pourra toujours prendre A = TZ—
19. Scholie r. Quant 4 la maniére de trouver la limite des
racines d’une équation, la plus commode et la plus exacte est
celle de Newton , laquelle consiste & trouver un nombre dont les
racines de équation proposée étant diminuées , 'équation résul-
tante n’ait ancune variation de signe; car alors cgtte équation
ne pourra avoir que des racines négatives; par conséquent le
nombre dont les racines de la proposée auront été diminuées,
surpassera nécessatrement la plus grande de ces racines.

Ainsi, pour chercher la limite Z des racines de ’équation
(Feeeeeey +ay '+ 8y > +29 " + &. =0,
eny metiray + Jau lien de y, et ordonnant V'équation résul-

tante par rapport & ¥ , elle deviendra
P4+Qyr+Ry+S5° 4+ &c. 4+ =0
dans laquelle
P = l’+ul'_'+ﬂl'"+7l'3+&0 + 7
Q= rl"'+ (r—1)yal* +(r——3)/31"'3+&c.»

Rt =) o) ey e,
2 2 .
S:r(r—l) (r—-z)lrr-s‘{f&c;

. 2.3
&ec.
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et il n’y aura qu’a chercher une valeur de Z qui, étant substituée
dans les quantités P, Q, R, &c. les rende toutes positives ; en
commencant par la derniére de ces quantités, laquelle n’aura
que deux termes, et remontant successivement aux quantités
précédentes , on déterminera facilement le plus petit nombre
entier qui pourra étre pris pour Z, et qui sera la limite la plus
proche cherchée,

Si on vouloit éviter tout titonnement ,il n’y auroit qu’a prendre
pour Zle plas grand coefficient des termes négatifs de 'équa-
tion (F), augmenté d’une unité; car il est facile de prouver
gun’en donnant & / cette valeur, les quantités P, Q, R, &c. seront
toujours positives.

Cette maniére d’avoir la limite des racines d’une équation quels
conque, est due, je crois, 4 Maclaurin; mais en voici une antre
qui donnera le plus souvent des limites plus approchées.

“Soient — u ¥y — vy ™" — 7y~ — &ec. les termes néga-
tifs de Péquation (F), on prendra pour /la somme des deux plus

., m n P
grandes des quantités /i, y/v, ¢/, &c. ou un nombre quels

eonque plus grand que cette somme. Cette proposition peut se
démontrer de la méme maniére que la précédente ; ainsi nous ne
nous y arréterons pas,

Au reste, il faut observer que les limites trouvées de Yune ou
de I'autre de ces deix maniéres seront rarement les plus pro-
ehaines limites. Pour en avoir de plus petites, on essaiera suc-
cessivement pour / des nombres moindres , et on prendrale plus
petit de ceux qui satisferont aux conditions que P, Q, R, &e,
soient des nombres positifs. ;

13. Scholia 2. Ayant donc trouvélalimite Z de Iéquation (F),

et pris k égal ou immédiatement plus grand que v/ 7, on fera
1

A= 4 (n°% 11), et on substituera successivement dans

3 . y v .
Iéquation proposée & la place de linconnue les nombres
0,
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1 2 3
T &c.;lesrésultats venant de ces substitutions forme-
ront une série, dans laquelle il y auraautant de variations de signe
que P’équation proposée contiendra de racines réelles positives
et inégales, et de plus chacune de ces racines se trouvera entre
les deux résultats consécutifs qui seront de signes différens ; de

. A h4 1
sorte que si les nombres 7t donnent des résultats de
signe contraire , il y aura une racine entre —Z—, et i%; par

conséquent le nombre entier qui approchera le plus de % serala

valeur entiére approchée de cette racine (n® 2). :

Ainsi on connoftra par ce moyen , non-seulement le nombre
des racines positives et inégales de I’équation proposée , mais
encore la valeur entiére approchée de chacune de ces racines.

Au reste,, il est clair que si ’on trouveit un ou plusieurs résul-
tats égaux 4 zéro, les nombres qui auroient domé ces résultats
seroient des racines exactes de ’équation proposée.

Pour faciliter et abréger ce calcul, on fera encore les remarques
suivantes :

1°. Si on cherche par les méthodes des numéros précédens
Ia limite des racines positives de ’équation proposée, il est clair
qu’il sera inutile d’y substituer & la place de Vinconnue des
nombres plus grands que cette limite. En effet, il est facile de
voir qu’en substituant des nombres plus grands que cette limite,
on aura toujours nécessairement des résultats positifs. Ainsi,
nommant 2 la limite dont il s’agit, le nombre des substitutions &
faire sera égal & A %, et par conséquent tonjours limité.

En général , sans chercher la limite a, il suffira de pousser les
substitutions jusqu’a ce que le premier terme de I'équation ou
la somme des premiers termes, s'il y en a plusieurs consécutifs
avec le méme signe +, soit égale ou plus grande que la somme
de tous les termes négatifs; car il est facile de prouver, parla

. : <

C
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méthode du n°. 7, qu'en donnant & linconnue des valeurs plus
grandes, on aura toujours & 'infini des résultats positifs.
2°. Au lieu de substituer & la place de l'inconnue « les frac-

tions i—, —2—, &ec. on y mettra d’abord % i la place de &, ou ce

qui revient au méme, on multipliera le coéfficient du second
terme par £, celui du troisiéme terme par £*, et ainsi des
autres ; et on y substituera ensuite a la place de x les nombres
naturelso, 1, 2, 3, &c. jusqu’a la limite de cette équation , ou
bien jusqu’d ce que le premier terme ou la somme des premiers ,
quand il y en a plusieurs consécutifs avec le méme signe , soit
€gale ou plus grande que la somme des négatifs ; par ce moyen,
lesrésultats seront tous des nombres entiers, et les racines de
Péquation proposée se trouveront nécessairement entre les
mombres consécutifs qui donneront des résultats de signe con-
traire , ces nombres étant divisés par &, comme nous 'avons vu
plus haut. ’

39. Soit m le degré de équation dans laquelle il gagit de
substituer suecessivement les nombres naturels o »15,2,3, &e.
je dis que, dés que 'on aura trouvé les m + 1 premiers résul-
tats, c’est-d-dire ceux qui répondent & x = o, 1,2 > &e.m,
on pourra trouver tous les suivans par la seale addition.

Pour cela, il n’y anra qu’a chercher les différences des résul-
tats trouvés, lesquelles seront au nombre de m, ensuite les
différences de ces différences, lesquelles ne seront plus qu’an
.1ombre de 7 — 1, et ainsi de snite jusqu’a la différence meme, -

Cette derniére différence sera nécessairement constante ,
parce que Pexpoesant de la plus haute puissance de Pinconnue
est m ; ainsi on pourra continuer la suite des différences = ausst
loin qu'on voudra, en répétant seulement la mame différence
tmt{h".e ; ensunite , par le moyen de cette suite » O pourra ; par
la simple addition, continuer celle des différences m — yemes
QF éll’aide de celle-ci on pourra continuer-de méme la suite de;
différences m — gemes > et ainsi de suite , jusqu’a ce que
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Pon arrive a la premiére suite, qui sera celle des résultats
cherchés. '

11 est bon d’observer ici que si les termes correspondans des
différentes suites dont nous parlons étoient tous positifs, les
termes suivans dans chaque suite seroient tous aussi positifs. Or,
puisque la derni¢re différence est toujours positive , il est clair
qu’on parviendra nécessairement dans chaque suite & des termes
tous positifs; ainsi il suflira de continuer toutes ces svites jusqu’a
©e que leurs termes correspondans soient devenus tous positifs,
parce qu’alors on sera siir que la série des résultats, continuée
aussi loin qu’on voudra, sera toujours positive, et que , par con-
séquent , elle ne contiendra plus aucune variation de signe.

Pour éclaircir ceci par un exemple, soit proposée P’équation

' —63x 4+ 18g=0
-on trouvera d’abord que les résultats quirépondenta x =0, 1,2, 3,
sont 189, 127, 71, 27, d’oa Pon tirera les différences premiéres
— 62, — 56, — 44, les différences secondes 6, 12, et la diffé-
Tence troisiéme 6; ainsi on formera les quatre séries suivantes:
6 6 6 6 6 6 ' 6, &
6 12 18 24 30 36 42, &e.
—062 —56 —4ff —26 ~— 2 28’ 64, &c.
189 127 71 27 1T =1 27, &e.
dont la loi est que chaque terme est égal & la somme du terme
précédent de la méme série, et de celui qui y est au-dessus dans
1a série précédente ; de sorte qu’il est trés-facile de continuer ces
séries aussi loin qu'on voudra. ‘

Or, la derniére de ces quatre séries sera, comme Pon voit,
celle des résultats qui viennent de la substitution des nombres
naturels 0, 1, 2, &c. 4 la place de x dans ’équation proposée
et comme les termes de la septiéme colonne, savoir: 6,42,64, 27,
sont tous positifs , il s’ensuit que les termes suivans seront tous
aussi positifs ; de sorte que la série des résultats, continuée aussi
loin qu’on voudra, n’aura plus aucuae variation de signe.

Ca
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14. Remarque. On avoit déja remarqué que V’on pouvoit
trouver la valeur approchée de toutes les racines réelles et iné-
gales d’une équation quelconque, en y substituant successive-
ment 2 la place de Vinconnue différens nombres en progression
arithmétique ; mais cette remarque ne pouvoit pas étre d’'une
grande utilité, faute d’avoir une méthode pour déterminer la
progression que Pon doit employer dans chaque cas; en sorte
que Pon soit assuré qu’elle fasse connoitre toutes les racines
réelles et inégales de Péquation proposée. Nous en sommes heu~
reusement venus & bout , 4 ’aide du probléme du n°. 8.

" Au reste , nous verrons encore ci-aprés d’autres usages de ce
méme probléme par rapport aux racines égales et imaginaires.
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CHAPITRE IL

De la maniére d’avoir les racines égales, et les racines
imaginaires des équations.

15. Nous n’avons considéré , dans le chapitre précédent,
que les racines réelles et inégales de 1'équation proposée (B);
supposons maintenant que cette équation ait des racines égales:
dans ce cas, il fandra (n°. 11) que ’équation (D) soit divisible
autant de fois par v, qu’il y aura de combinaisons de racines
égales deux a deux ; par conséquent, il faudra qu’il y ait dans
cette ¢quation (D) autant des derniers termes qui manquent
ainsi on connoitra d’abord par ce moyenh combien de racines
égales il y aura dans la proposée.

Or, puisque dans le cas des racines égales on a nécessaire-
ment z = o (n° 8), 'équation (C) du méme numéro donnera
pour ce cas Y == o ; ainsi il faudra que les deux équations en
X = o,et Y = o, aient lieu en méme temps lorsque x est
égal 4 une quelconque des racines égales de 'équation (B).

On cherchera donc, par les méthodes connues , le plus grand
commun diviseur des denx polynomes X et Y ; et faisant ensuite
ce diviseur égal i zéro, on aura une équatiou qui ne sera com=-
posée que des racines égales de la proposée , mais élevées & une
puissance moindre de Punité.

Soit R le plus grand commun divisenr de X et de Y,etX'le
quotient de X divisé par R, il est facile de voir que I'équation
X’ = o contiendra toutes les mémes racines que U'équation pro-
posée X = o, avec cette différence que les racines multiples de
cette équation seront simples dans Péquation X' == 0; ainsi
I’équation X’ = o sera dans le cas des méthodes précédentes.



22 DE LA RESOLUTION

On peut encore, sil’on veut , trouver denx €quations séparées,
dont 'une contienne seulement les racines égales de 'équation
X =0, et dont ’autre contienne les racines inégales de la méme
€quation. Pour cela, il n’y aura qu’a chercher encore le plus
grand commun diviseur des polynomes X’ et Y ; et nommant ce
diviseur R", on prendra le quotient de X’ divisé par R’, lequel
étant nommé X", on fera ces deux équations X’ =0, etR' =o.

La premiére contiendra seulement les racines inégales de

. Péquation X = o, et la seconde contiendra seulement les racines
£¢gales de la méme équation, mais chacune une seule fois ; de
sorte que les deux équations X = o » €t R = o, n’auront que
des racines inégales , et par conséquent seront susceptibles des
méthodes du chapitre précédent.

16. Connoissant ainsi le nombre des racines réelles, tant
inégales qu’égales , de Péquation proposée , si ce nombre est
moindre que le degré de Péquation, on en conclura que les
4utres racines sont nécessairement imagjnaires.

En général , pour que I'équation (B) ait toutes ses racines
réclles , il faut que les valeurs de # soient réelles aussi; donc il
faudra que les valenrs de »* ou de v soient toutes réelles et
positives; par conséquent , Péquation (D) du n°. 8 doit avoir
toutes ses racines réelles et positives ; donc il faudra » par larégle
connue, que les signes de cette équation soient alternativement
positifs et négatifs ; de sorte que, si cette condition n’a pas lieu,
ce sera une marque sire que Péquation (B) a nécessairement
des racines imaginaires.

Or, onsait que les racines imaginaires yont toujours en nombre
pair, et qu’elles penvent se metire deux & deux sous cette forme s
e +py —1,a— By —1,acetp étant des quantités réelles;
donconaurau == 28 vV — 1, et par conséquent v = — 48%;
d’ot Pon voit que P’équation (D) aura nécessairement autant de
racines réelles négatives qu'il ¥ aura de couples de racines ima-
ginaires dans Péquation (B).
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Donc, si on fait v = — w, ce qui changera 'équation (D)
en celle-ci:

Wt aw b e+ &e.—=o0..... (G)
cette équation aura nécessairement autant de racines réelles
positives qu’il y aura de couples de racines imaginaires dans
Peéquation (B).

Donc, si dans P’équation (G ) il n’y a qu'un senl changement
de signe , 'équation (B) n’aura que deux racines imaginaires
(n° 7).

17. 1I snit du neméro précédent que, pour avoir la valeur
des racines imaginaires de I’équation (B), il n’y a qu’a chercher
les racines réelles positives de Péquation (G ). Ex}“eﬂ'efﬁ, soit

S
w',w” ', &c. cesracines, onaura d’abord —‘L:i, Z;—, —‘/—;i—, &e.
pour les valeurs de 8; ensuite, pour trouver les valeurs corres-
pondantes de «, on substituera , dans Péquation(B), « + g/ —1,
ala place de x, et on fera deux équations séparées des termes
tous réels, et de cenx qui seront multipliés par / — 1 de cette
maniére, on aura deux équations en « de cette forme :
a" 4+ P27 4+ Qe + &= 0 } ----.(H)

m " pe"T? 4 g 2" % 4+ &ec. = o
dans lesquelles les coefficiens P, Q , &c. p, ¢, &c. seront donnés
ena, b, c, &c.eteng.

Donc, si on donne & g quelquune des valenrs précédentes;
il fandra nécessairement que ces deux équations aient lieu en
méme temps , et par conséquent il faudra qu’elles aient un d'ivi—
seur commun. On cherchera donc leur plus grand commun divi~
seur; et le faisant égal & z4ro, on aura une équation enz et 8, par
laquelle, g étant connu, on trouvera «.. )

Il est bon de remarquer que, si toutes les valeurs-de £ tirées:
de Péquation (G) sont inégales entr’elles , alors & chaque valeur
de gil ne pourra répondre qu’une seule valeur de‘ ; donc, dans-
€e cas, les deux équations (H) ne pourront avoir qu’une seule:
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racine commune; et par conséquent leur plus grand commun
diviseur ne pourra étre que du premier degré. :

On poussera donc la division jusqu’a ce que 'on parvienne
4 un reste ol « ne se trouve plus qu’a la premiére dimension , et
on fera ensuite ce reste égal & zéro; ce qui donnera la valeur
cherchée de «. ) ]

Mais si, parmi les valeurs de g tirées de ’équation (G) il y
en a, par exemple, denx d’égales entr’elles, alors , comme &
chacune de ces valeurs égales de 8 il peut répondre des valeurs
différentes de «, il faudra qu’en mettant cette valeur double de
# dans les équations (H), elles puissent avoir lien par rapport
& Pune et autre des valeurs de « qui y répondent ; ainsi ces deux
équations auront nécessairement deux racines communes , et par
conséquent leur plus grand commun diviseur sera du second degré.
1l faudra donc, dans ce cas, ne pousser la division que jusqu’a
ce que Pon arrive & un reste , ol = se trouve a la seconde dimen-
sion seulement; et alors on fera ce reste égal & zéro, ce qui
donnera une équation du second degré, par laquelle on déter-
minera les deux valeurs de «,lesquelles seront nécessairement
toutes deux réelles.

De méme, s'il y avoit trois valeurs égales de g, il fandroit ’
poar trouver les valeurs de 2 qui répondroient a cette valeur
triple de 8, ne pousser la division que jusqu’a ce que I’on parvint

- dunreste ot la plus haute puissance de « fiit la troisiéme; et alors
faisant ce reste égal 4 zéro, on auroit une équation en « du troi-
sieme degré, laquelle donneroit les trois valeurs réelles de «,
correspondantes & la méme valeur de g, et ainsi de suite,

CHAPITRE
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CHAPITRE IIL

Nouvelle Méthode pour approcher des racines des
équations numériques.

18. Sorr Péquation

Az" + Ba""' + Ca™~* + &c. 4+ K = Oeeee (a)
et supposons qu’on ait déji trouvé par la méthode précédente,
ou autrement, la valeur entiére approchée d’une de ses racines
réelles et positives; soit cette premiére valeur P, en sorte que

. 1
Ponaita>petz<p + 1 sonferax =p + }—; et substituant

cette valeur dans ’équation proposée , & la place de x,0n aura,
aprésavoir multiplié toute équation par 4™, et ordonné les termes
parrapport &  , une équation de cette forme :

Ay + By ™ 4+ Cy"™* 4 &c. + K = o... (%)

1
Or, comme ( Ayp.) 7 >oet<1,onauray > o;doncléqua~

tion (&) aura nécessairement au moins une racine réelle plus
grande que unité.

On cherchera donc, par les méthodes du chapitre I°7, la valeur
entiére approchée de cette racine ; et comme cette racine doit
étre nécessairement positive , il suffira de considérer y comme

_positif (n°. 4).

Ayant trouvé la valeur entiére approchée dey, que je nom-
. . 1 .
merai ¢, on fera ensuite y = ¢ + —, et substituant cette valeur
z .

de y dans équation (3), on aura une troisiéme équation en z
‘de cette forme : )
Auzm + B”z’""-‘ + Clizm-; + &C. + Kﬂ = 0.evs (C)
D
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Jaquelle aura nécessairement au moins une racine réelle plus
grande que 'anité, dont on pourra trouver de méme la valeur
entiére approchée.

Cette valeur approchée de z, étant nommée ryonferaz=r 4 715
et substituant, on aura une équation en #, qui aura an moins une
racine réelle plus grande que Punité, et ainsi de suite.

En continuant de la méme maniére , on approchera toujours
de plus en plus de la valeur de la racine cherchée; mais, s'il
arrive que quelqu’un des nombres p, ¢, &ec. soit une racine
exacte, alors on auraw =p, ouy =g, &ec. et Popération sera
temiinée; ainsi, dans ce cas, on trouvera pour & une valeur
commensurable.

Dans tous les autres cas, la valeur de la racine sera nécessai-
rement incommensurable , et on pourra seulement en approcher
aussi prés qu’on voudra.

- 1Q. Si Iéquation proposée a plusieurs racines réelles posi-
tives , on pourra teouver, psr lés méthodes exposées daus le
chapitre 1°", la valeur enti¢re approchée de-chacune de ces
racines; et nommant ces valeursp, p’, p",&c. onles emploiera
successivement pour approcher dlavantage de la-vraic vateur de
chaque racine; il fandra seulement remarquer , ‘ )

1°. Que si les nombres p, p’, p”, &c. sont tous différens Pun
de Vautre., alars les transformées (b), (c), &c. du numéro
précédent , n'auront chacune qu’une seule racine réelle et plus
grande que P'nnité ; car si, par exemple, Péquation (4) avoit

deux racines réelles plus grandes que P'unité, telles que 3" et 3,

onaureit doncw ==p + ~17 et & = p 4 — ;desorleque cesdeux
: ¥ z . (

Valeurs de v aurotent’ta méme valeir entire approchée p confre
Lhypothese til en: sevoit. de méme -si, Péguation-{¢) , ou quel-
qu’une des sujyantes » avoit deux racines réelles:plus. grandes que
Punive, >~ . o
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De-14 il s’ensuit que , pour trouver dans ce cas les valeurs
entiéres approchées ¢, 75 &ec. des racines des équations (5),
(¢), &e. il suffira de substituer successivement & la place de
¥ %5 &e. les nombres naturels positifs 1 22,3, &c. jusqu’d ce
que I'on trouve deux substitutions consécutives qui donuent des
résultats de signe oontraire ( n°. 6). :

2° Que §’il y a deux valeurs de « qui aient la méme valeur
entiére approchée p, alors, en employant cette valeur, les
€quations (), (c), &c. auront chacune deux racines réelles
plus grandes que Punité , jusqu’a ce que l'on arrive & une équa=
tion dont les deux racines, plus grandes que I'unité, aient des
valeurs entiéres approchées différentes; alors chacune de ces
deux valeurs donnera me suite particuliére d’équatjons , dont
chacune n’aura plus qn’ime seule racine réelle plus grande que
Punité,

En effet, puisqu’il ¥.a deux valeurs différentes de « qui ont
la méme valeur entiére approchée p, ces deux valeurs seront »

. . 1 . PP
Tepresentces par p-+ — ; de sorte qu’il faudra que y ait-néces-
Y .

sairement deux valeurs réelles plus grandes que Vunité : et , s
ces deux valeurs de y ont la méme valeur approchée ¢, il faudra

. 1 . .
de nouveau qu’en faisant y = 7 + —, z ait deux valeurs dif-
z

férentes plus grandes que I'unité , et ainsi de suite.

Mais , si les valeurs enticres approchées de y étoient
différentes , alors » nommant ces valeurs ¢ et ¢’, on feroit

1 ’ 1 . . 1)
Y=g+ ety =g 4 —, etil est clair que =, dans I’une
- z

et Pautre de, ces denx spppositions , ri’auroit plus qu'une seule
valeur réelle plus grande’ que Punité’; autrement les valeurs
de J > au lien d’étre seulement doubles » seroient triples ou
quadruples., &c, : - *

Donc, quand on sera parvenu 4 une transformée dont les

D-:
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deux racines , plus grandes que unité, auront des valeurs
entieres différentes, alors les autres transformées résultantes
de chacune de ces deux valeurs n’auront plus qu’une seule
racine plus grande que I'umité ; par conséquent, on pourra
trouver la valeur entiére approchée de ces racines, en y substi-
tuant simplement les nombres naturels 1, 2, 3, &c. jusqu’a ce
que P'on ait deux substitutions qui donnent des résultats de signes
contraires (n°. 6 ).

On peut faire des remarques analogues surle cas ol il y auroit
dans I'équation (@) trois racines, ou davantage , qui auroient la
méme valeur entiére approchée.

20. Nous avons supposé dans le n°. 18 que les racines cher-
chées étoient positives ; pour trouver les négatives, il n’y aura
qu’a mettre — x a la place de « dans ’équation proposée , et on
cherchera de méme les racines positives de cette derniére équa-

“tion : ce seront les racines négatives de la proposée (n°. 4).

Quant aux racines imaginaires qui sont toujours exprimées par
@ + 81/ —1, nous avons donné, dans le chapitre I, le moyen de
trouver les équations dont « et  sont les racines; ainsi il n’y aura
qu’a chercher les racines réelles de ces équations, et 'on aura la
valeur de toutes les racines imaginaires de ’équation proposée.

21. Pour faciliter les substitutions (n°. 18) de p + y—l— , au

lien de x, de ¢ + i, au lien de y, &c. il est bon de remarquer

que les coefliciens de la transformée () peuvent se déduire
immédiatement de ceux de 1’¢ ¢quation (a), en cette sorte:

Al — Apm + Bpm—l + Cpm—s + me—x + &e.

B — mAp"'_' 4+ (m_I)Bpm—n+ (m_g) Cpm—‘a—}-&c-
C = __(j‘;-l) Aprag D) (=) gy g
&e,
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On aura de méme ceux de la transformée (c) par ceux de la
tranformée (&), en mettant dans les formules précédentes g 4la
place de p, A”, B”, C”, &ec. a la place de A, B', C', &c. et
A, B, C, &c. 4 laplacede A, B,C, &ec. et ainsi de suite.

De-1a, il est évident que le premier coeflicient A’ ou A”, &e.
ne serajamais nul, & moins que le nombre p ou ¢, &c. ne soit une
racine exacie, anquel cas nous avons vu que la fraction con-
tinue se termine & ce nombre (n° 18). En effet, siA’ = o,
ou A” = o, &c. on anra y = 0, 0u z = oo0; donc ¥ = p,
ouy =g, &ec.

22, Soient donc p, ¢, r, s, t, &ec. les valeurs entiéres
approchées des équations (@), (8) , (c), &c. en sorte que l'on ait
1 1 !
’-‘=P+7, y=g+—, F=rt+,80
et substituant successivement ces valeurs dans celle de x, on

aura

=p+: 7 + 1

s 4+ &e.

Ainsi 1a valeur de &, c’est-a-dire de la racine cherchée, sera
exprimée par une fraction continue. Or, on sait que ces sortes
de fractions donnent toujours expression la plus simple , et en
méme temps la plus exacte qu'il est possible d'un nombre quel-
conque, soit rationnel ou irrationnel.

Huygens paroft étre le premier qui ait remarqué cette proprié(é
des fractions continues, et qui en ait fait usage pour trouver les
fractionslesplus simples, et en méme tempsles plus approchantes
d’une fraction quelconque donnée. ( #oyez son Traité de Auto-
mato planetario. )

Plusieurs habiles géométres ont ensuite développé davantage
cette théorie, et en ont fait différentes applications ingénieuses
et utiles ; mais on n’avoit pas encore pensé , ce me semble, & s’en
servir dans la Tésolation des équations.

=
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Lrd . . . - . .
23. Maintenant , si on réduit les fractions continues

P 1 1
Pt PR L g
en fractions ordinaires, on aura en faisant
[ 2 p’ d.’ == 1
B=ga-+t1, F=gad =g
Yy =718+ a, Y =r g 4+ o
d=13s59 + 8, =59 + &
&e. &e.
on aura, dis-je , cette suite de fractions particuliéres ;
5’ :575 —;7:7’ ;\;-’ &C'

lesquelles seront nécessairement convergentes vers la vraie
valeur de x, et dont la premiére sera plus petite que cette
valeur, la seconde sera plus grande, la troisiéme plus petite ,
et ainsi de suite ; de sorte que la valeur cherchée se trouvera
toujours entre deux fractions consécutives quelconques : c’est
ce qu’il est aisé de déduire de la nature méme de la fraction
continue , d’ot celles-cj sont tirées. ‘ .

Or, il est facile de voir que les valeurs de «, By, &c
eta', g, 5, &c. sont toujours telles que g «' — a g/ — 1,
BY —yB =1,8y —9d=1,&ec. douil Sensuit,

1°. Que ces fractions sont déja réduites & leurs moindres
termes; car siy et 3, par exemple , avoient un commun diviseur
autre que I'unité , il faudroit, en vertu de 'équation g3/ — 5 g'= 1,
que l'unité fiit aussi divisible par ce méme diviseur.

2°. Qu’on aura '

[ a 1 B b 1 4 ¥ 1
T T T g T T Ty —— = ——, &
B 4 o B B ¥ By 4’ Y &
. a B ¥ . .
de sorte que les fractions ) 7, —;,—, &ec. ne peuvent jamais

diflérer dela vraie valeur de # que d’une quantité respectivement
-
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I 1
PPN
juger de la quantité de Papproximation.
En général, puisque g’ > «', 3’ > g/, &ec. on aura

. 1 .. .
moindre que o &c. d’ou il sera facile de
¥ .

1 - 1 I 1
ST T wy e

d’ou Pon voit que Verreur de chaque fraction sera tonjours
moindre que Punité divisée par le carré du dénominateur de la
méme fraction.

8°. Que chaque fraction approchera de la valeur de x, non-
seulement plus que ne fait aucune des fractions précédentes,
mais aussi plus que ne pourroit faire aucune autre fraction quel-
conque qui auroit un moindre dénominateur. En effet, sila frac-

.k . .y

tion PE par exemple , approchoit plus que la fraction s
v

o étant > ¢, il faudroit que la quantité i, se trouvit entre ces

I
y & & ¥ $ > ¥
deux - et —; done — — % — — 5 < ——, et 5
) Vi % ¥ < rg N < g et > o3

’

» .
donc py — 'y <7 <1, et > 0; ce qui ne se peut.

A
247 ’
Yees fractions principales , parce qu’elles convergent le plns qu’il
est possible vers la valeur cherchée; mais, quand les nombres
P g5 7, &c. différent de unité, on peut encore trouver d’autres
fractions convergentes vers la méme valeur, et qu’on appellera,
si on veut, fractions sccondaires. : - :

. « A
24. Les fractions — &c. peuvent étre appe-
o

\"lq

-

.. : - . e >
Par exemple, si » est > 1, on peut entre les fractions et >

qui sont toutes denx moindres que la valeur de w , insérer autant
de fraetions secomlaires qu'il y a d’unités dans r» — 1, en
mettant successivement 1, 2, 5, &c. r — 1, au lieu de'r. De
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cette maniére, a cause de o = r g + a,ety =rpg 4+ o', on
aura cette suite de fractions
o B 4+ 28 4+ a2 38 4+ a rpf 4+ a
CANE LY L Y e

A . . . 2
dont les deux extrémes sont les deux fractions principales—, -,
. o ?
et dont les intermédiaires sont des fractions secondaires.
Or, si on prend la différence entre deux fractions consécutives
: 28 2 3 o
quelconques de cette snite, comme entre — + ; et -E,L, s
28 + & 358 +
1 .
on trouvera - ; de sorte que cette diffé-
(QBI+¢() (Oﬂ'-«{-a'), q
rence sera toujours positive, et ira en diminuant d’une fraction

i Pautre; don il s’ensuit que, comme la derniére fraction 1, est
¥

moindre que la vraie valeur de la fraction continue , les fractions
dont il s’agit seront toutes plus petites que cette valeur, et
seront en méme temps convergentes vers cette méme valeur.

On fera le méme raisonnement par rapport a toutes les autres
fractions principales; et si on ajoute & ces fractions les deux
fractions ; et 7, dont la premiére est toujours plus petite, et
dont la seconde est plus grande que toute quantité donnée,
on pourra former deux séries de fractions convergentes vers la
valeur cherchée, dont I'une contiendra toutes les fractions plus
petites que cette valeur, et dont Pautre contiendra toutes les,
fractions plus grandes que la méme valeur.

Fractions plus petites,

o 1 2 3 P «

;’ ;, ;, 1 &G.. ;..-...(;—,)

B+ e 2B4 2 384+ a 78 4+ a v
ey L T E Ay e R ¢
&4

ry 24 4 4 5«1‘+'y.&C t &4 9y (i)
& 2d 4497 34 Ctd 4 ¢’

Fractions

o
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Fractions plus grandes:

1 2+ 1 24+ 1 8a+4 1‘&c'g¢+1.“(i)
B

&+ 1’24 + 1734 £ 1 g 41
y+ B8 29+ 8 5'7+B&c sy 4+ 8 (i)
71_{_3/’ 271—{-‘@,’ 5)”“*‘3’ . 87/+ﬁl"‘ &
&e.

Quant 4 la nature de ces fractions, il est facile de prouver,
comme nous 'avons fait par rapport aux fractions principales,
1°. que chacune de ces fractions sera déja réduite 4 ses moindres
termes; d’ott il s’ensuit que comme les numérateurs et les déno-
minateurs vont en augmentant, ces fraclions se trouveront
toujours exprimées par des termes plus grands & mesure qu’elles
s’éloigneront du commencement de la série. 2°. Que chaque
fraction de la premiére série approchera de la valeur de x plus
qu’aucune autre fraction quelconque, qui seroit moindre que
cette valeur, et qui auroit un dénominateur plus petit que celui
de la méme fraction; et que, de méme, chaque fraction de la
seconde série-approchera plus de la valeur de « que ne pourroit
faire toute autre fraction qui seroit plus grande que cette valeur,
et qui auroit un dénominateur plus petit que celui de la méme
fraction, ’

En effet, &'il y avoit-une fraction comme —’—’} plus petite quela
%
valeur de x, et en méme temps plus approchante de cette valeur

5 " 14 4
que la fraction 5—;,5, par exemple, en supposant 3 8 + 2’ >4/,

il faudroit (& cause que la fraction % est plus grande que la

valeur dont il s’agit ) que la quantité £ se trouvit entre les deux
“

., 384a 8 .,i_?ﬁﬂ'@ .
quantités T et i donc la quantité il o devroit
E
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’ /
étre <£,-—?ﬁ,+¢ B,d—"“'e !
58 + o THBE+A) T EFGE+)’
donc il faudroxt que p (36 + ') — W (38 + « ) fit

< -

T + ; << 1;cequine se peut.
Aureste, il peut arriver qu’une fraction d’une sérien’approche
pas si prés qu'une autre de Pautre série, qumque congue en
termes moins simples; mais cela n’arrive jamais quand la frac-
tion qui a le plus grand dénominateur est une fraction princi-
pale (n°23),
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CHAPITRE IV.

Application des méthodes précédente; a quelgues
exemples. .

25. Je prendrai pour premier exemple 'équation que Newton
arésolue par sa méthode, savoir:
¥ —2x—5=o
Je commence par chercher par les formules da n°. 8 Péquation
en v qui résulte de cette équation ; je fais doncm = 3,A = o,

3.
B=—23,C=5;7aurain =—2—’=5,A,=0,A,=4,A,=15,

A, =8,A;="50,4; =gr;donca.212,0,:72,(1;:——1497,
et de-ld a =12, b=36,¢c=—643; de sorte que I'équation
cherchée sera °
v — 12 v* 4 36 v 4 643 = o.

Comme cette équation n’a pas les signes alternativement po-
sitifs et négatifs, j’en conclus sur-le- champ que Péquation
proposée a nécessairement deux racines imaginaires , et par
conséquent une seule réelle (n°. 16 ). .

Ainsi les nombres 3 substituerala place de x seront les nombres
naturels 0, 1,2, 3, &c.(n°.6)

Je suppose &’ abord x positif, et je cherehe la lmnte des valeurs
de x par les méthodes du n°. 12, je trouve ¢/ 2 + V5 <3;
ainsi 3 sera la limite cherchée en nombres entiers ; de sorte qu’il
suffira de faire successivement ¥ = o, 1, 2, 3; ce qui donnera

. ces résultats: — 5, — 6, — 1, 16; d’oit 'on voit que la racine

réelle de Péquation proposée sera entre les nombres 2t 3; et
qu’ainsi 2 sera la valeur entxere la plus approchée de cette racine

(n° 2) E 3
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Je fais maintenant , suivant la méthode du chapitre III,
x =124 ! ,j’ai, en substituant et ordonnant les termes par

rapport a y, Péquation

Yy —1wy —b6y—1=o0
dans laquelle j’ai changé les signes pour rendre le premier terme
positif,

Cette équation aura donc nécessairement une seule racine plus
grande que P'unité (n° 19); de sorte que, pour en trouver la
valeur approchée , il n’y aura qu’d substituer les nombres
0,1,2,3, &c. jusqu’a ce que P'on trouve deux substitutions
consécutives qui donnent des résultats de signe contraire.

Pourne pasfaire beaucoup de substitutionsinutiles, je remarque
qu’en faisant y = o, j'ai un résultat négatif, et qu’en faisant
¥ = 10, le résultat est encore négatif ; je commence donc par
le nombre 10, et je fais Successivement_y =10, 11,&Cc. je trouve
@’abord les résultats — 61, 54, &c. ot je conclus que la valeur
apprachée de y est 103 donc ¢ = 10.

L .1 .
Je fais donc y = 10 + -, jaurai Péquation
T o yaurar

61 Z° —942 — 20z — 1 = o3
et supposant successivement z = 1 » 2, &ec: ) aurai les resultats
— 54, 71,&c. doncr =1.

. r . .
Je fais encore z = 1 + —, j’aurai
1/

54 u' + 25 u* — 89 u — 61 = o
et supposant # = 1, 3, &c. j'aurai les résultats — 71, 293, &e.
donc s == 1, et ainsi de suite.

En continuant de cette maniére , on trouvera les nombres
2,10,1,1,2,1,3,1,1,12, &c. desorlequelaracme cher-
Chee sera exprimée par cette fracuon continue

= 4 - 1
10 + T o,
+ 2 + &,

-
[\
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d’ott Pon tirera les fractions (n°. 23)
A L LU
19 10y 113 213 b3 749 2793 3igy 2% » 857
lesquelles seront alternativement plus petites et plus grandes que
la valeur de a.

Laderniére fraction5444, est pluegrande quelaracine cherchee,

mais erreur sera moindre que (n°. 23,2°) Cest-i-

(7857)“
dire moindre que 0,0000000163 ; donc, si on réduit la frac-
tion 45 en fraction décimale, elle sera exacte jusqu’d la
septiéme décimale :or, en faisant la division, on trouve
2,0945514865. .. ainsi la racine cherchée sera entre les nombres
2,09455149 et 2,09455147.

Newton a trouvé par sa méthode la fraction 2,09455147
(# oyez sa Méthode des suites infinies ) ; d’ot on voit que
cette méthode donne dans ce cas un résultat fort exact : mais

on duroit tort de se promettre toujours une pareille exactitude,

26. Quant aux deux autres racines de la méme équation,
nous avons déja vu qu’elles doivent étre imaginaires : néanmoius,
si on vouloit en trouver la valeur, on le pourroit par la méthode
dun® 17,

Pour cela, on reprendra l’equahoh en v trouvée ci-dessus,
eteny changeant ven —w,onaura

w + 12 w* — 36 w — 643 = o,
et il ne sagira plus que de cherchér une racine réelle et positive
de cette équation. Or, puisqu’elle a son dernier terme négatif,
elle anra nécessairement urne telle racine , dont on pourra trouver
la valeur entiére la plus approchée parla substitution successive
desnombres naturels o ; 1, 2, 3, &c.(n° 3). Eneffet, en faisant
w="6, on aura le résultat — 211, et en faisant w = 7 , on aura
4 403 ainsi la valeur entiére la plus approchée de la racine
positive de cette équation sera- 6.
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. 1 .
On fera donc maintenant w == 6 4 5 6t en substituant , on

aura, apres avoir changé les signes,

211 ' — 216 »* — 30 ¥ — 1 = o,
Faisant successivement z = o, 1, 2, &c. on aura les résultats
— 1, — 36, 4+ 53; donc 1 sera la valeur enticre approchée
de u.

1 ; .
Onfera donc &= 1 + —, et on aura en substituant et
x
changeant les signes,
36 x° — 171 2* — 417 ¥ — 211 = o.
En faisant successivement = o, 1,2, &c. on trouvera des
résultats négatifs jusqu’a la supposition de & = 7, qui donne
9218 pour résultat ; de sorte que 6 sera la valeur entiére appro-
chée de x.
: 1
On fera donc x =6 + - &e.
’ J

-De cette maniére , on approchera de plus en plus de la valeur
de w, laquelle sera exprimée par cette {raction continue :

w =16 +‘IT- T

6 + &e.
d’oti I'on tire les fractions particuliéres -
I

Iy a1y - 7 ) S s
Connoissant ainsi w, on aura (n°. 17) 8= v ntf) 5 ainsi on con«
noitra 8. - - R
On substituera maintenant. « 4 g vV — 1,4 la place de »
dans ’équation proposée;; et faisant deux équations séparées des
termes tout réels, et de ceux qui sont affectés de vV —1,0naura
les deux équations ‘
e = (38 + 2)a—5 =4
. 3t — ' — 2= o, : .
On cherchera le plus grand commun diviseur de ces deux
€quations,, et on poussera seulement la division jusqu'a ce que

N
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T'on arrive & un reste ol « ne se trouve qu’a la premiére puis-

-8 8+
sance ( numéro cité ); ce reste sera — ——:/)——é e — 5, lequel
étant fait = o., donnera . ’
15
@ = " (2 & + 1 ).

Ainsi on aura la valeur des deux racinesimaginaires « 4 8 y/ — 1,
et « — @ /' — 1 de I’équation proposée.

27+ Prenons pour second exemple ’équation
X — 78 4 7 =o0.
On aura encore ici m = 3, et par conséquent » == 3; ensnite
A=0,B=—7,C=—7;d0uA,=0,A,=14,A, = —ar,
Ay=g8,A;=—245,A, = 833; etde-ka, e, == 42, a, = 882,
a; == 18669, et enfin @ = 42, & = 441, c = 4g; de sorte ‘que
Péquation en v sera
R Y Al S 73 v ~— 49 = o.

Puisque les signes de cette équation sont alternatifs, c’est une
marque que la proposée peut avoir toutes ses racines réelles
(n°.16);et comme d’ailleurs cette équation n’est point divisible
par v, il s’ensuit que I’équation en x n’aura point de racines
égales (n° 15).

. I .
On fera maintenant (n°. 11) v =; » €t ordonnant I'équation

par rapporta y, on aura

Y¥—=9r+5y—5=o.

* Le plus grand coefficient négauif étant g, on pourreit prendre
.4 =10 (n° 12) ; mais on peut trouver une limite plus proche,

en cherchant le plus petit nombre entier qui rendra positives ces
trois quantités,

P—gld 13
2

3l 181 + 3

w o

3l—g
et on trouvera que J = g satisfait & ces conditions ; de sorte
qu’on aura & = 3 (n°. 11 ), et par conséquent & = }.’
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On mettra donc (n°. 13, 2°.) dans Péquation proposée

ala

SR

place de x, ce qui la réduira 4 cellé-ci -
x— 63 x + 189 = o

dans laquelle il 0’y aura plus qu’a substituer les nombres natu-
relso, 1, 2, &c. 4 la place de ». Or, suivant la méthode da
n’. 13(3°.), on trouve que la série des résultats ne contient que
deux variations de signes, lesquelles répondent & & = 4 »5,6;
de sorte que équation proposée n’aura que deux racines posi-
tives , lesquelles tomberont, ’une entre les nombres 4 et £, et
Pautre entre les nombres T et £; d’ou l'on voit que la valeur
entiére la plus approchée de une et de autre sera (n°%2).

Faisons maintenant x négatif pour avoir aussi les racines néga-
tives (n°. 4), et I’équation se changera en

& — 7 — 7 = 0

laquelle ayant son dernier terme négatif, aura stirement une
racine positive (n°. 3), et il est clair qu’elle n’en aura qu’une
seule , pnisque nous avons déja trouvé les deux autres’; ainsi
on pourra d’abord trouver la valeur entiére approchée de cette
racine, en substituant 4 la place de x les nombres o y 1,2, &c.
jusqu’a ce que I'on rencontre deux substitutions qui donnent des
résultats de signe contraire (n°.3):0r, on trouve que ces
substitutions sont ¥ = 36t x = 4 ; de sorte que 3 sera la valenr
entiére la plus approchée de x dans Péquation précédente, et
par conséquent de — & dans la proposée.

Ayant ainsi trouvé que Péquation a trols racines réelles , deux
positives et une négative, et ayant trouvé en méme temps leurs
valeurs entiéres approchées , on pourra approcher autant qu’on
voudra de la vraie valeur de chacune d’elles par la méthode
du chapitre IIL

Considérons d’abord les racines positives , et faisons dans

, . 1 . .
Péquation 4® — 7 2 + 7 = o »® =1 + -, elledeviendra celle-ci:

=4y +3y+1=o0,
laquelle, cause que 1 est lavalenrapprochée de deux racines ,aura
nécessairement
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nécessairement (n°. 19, 2°.) deux racines plus grandes que lunité.
Jessaie d’abord si je peux trouverles valeurs approchées de ces
deux racines par la substitution des nombres entiers 0, 1, 2, &c.
etcommeiln’y aque le terme 45 de négatif, il suffira (n°. 13, 1°.)
de pousser les substitutions jusqu’a ce que l'on ait y° =ou > 4*;
c’est-d-dire jusqu’a ¥ = 4: or, en faisant y =o0,1,2,5,4,7ai
lesrésultats1,1,—1,1,13;d%u je conclus que lesracines cher-
chées sont, ’une entre les nombres 1 et 2 »etPautre entre lesnom-.
bres 2 et 3; de sorte que les valeurs approchées de y seront 1 et 3,

1 .
On feradonc, 1°% y =14 -, etPonauraz’—23z*—z 4 1="0
F1

équation qui n’aura plusquuneracine réelle plusgrande quel’unité
(n° 19, 2°.); ainsi on supposera successivement z =1,2, &c.
jusqu’a ce que Pon trouve deux substitutions consécutives qui
donnent des résultats de signe contraire : or, on trouve que z = 2
donne — 1, et z = 3 donne + 7; donc 2 sera la valenr entiére
approchée de s. )
1 . : :
On fera donc z =2 4 —, et substituant , on aura, en chan-
u
geantlessignes, & + 3 u* — £ u — 1 = o. ,
On supposera de méme z = 1, 2, &c. et Pon trouvera que la
valeur entiére approchée de u sera 1.
1 . .o
On fera u == 1 4+ —, et ainsi de suite.
w ,
1 . N R, s,
2% Onferay =2 4+ ~, et substituant dans équation précé-
. z ‘

>

dente en y , on aura, aprés avoir changé les signes,

2 4 e dz—1 =0 .
cette équation n’aura, comme la précédente en z, qu’une seunle
racine réelle plus grande que Punité ; de sorte quil n’y aura qu’a
faire z = 1, 7, &c. ce qui donne les résultats — 1, 5; d’ot Pon
conclut que 1 est la valeur entiére approchée de z.

1 .
Onferadoncz =1 + ~, et on aura, en changeant les signes,
u X

W — 3w —4u—1:=0

T
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d'oti Pon trouvera, de la méme maniére que ci-dessus

yquela
valear entiére approchée de  sera 4.

we . 1 . .
Ainsi on fera w = 4 + —, et ainsi de snite.
w

Doac tes deux racines positives de Péquation proposée seront

1
fEIA L
"t 3 ke
x:l+§—_i_1 1
'Y ke

D’oti Von tirera, si Pon vent » des fractions convergentes , comme
-dans Uexemple précédent{(n®, 23 et 24).
Pour trouver maintenant lavaleur approchée de laracine néga-
tive, on reprendra Péquation ° — o 5 — 7 =o0

“danslaquelle ona déja trouvé que lavaleur entiére approchée est3 3

_sinsion ferax =3 4. }' » ©€ qui donuera , en changeant les signes
V20t —gy 1=
et comme cette équation ne peut avoir qu’ane seule racine réelle
plus grande que 1 (n®. 19, 2°.), on en trouvera la valeurappro-
chée en faisanty =1, o » &c. jusqu’a ce que Pon rencontre deux
résultats consécutifs de signe contraire s Ce qui arrivera ]orsque
¥ == 20, a1 ; de sorte que la valeur dont il s’agit sera 20.

7 On feradoncy =20 + }‘ &e.

De cette maniére, laracinen égative del’équation pro posée sera

20 H — )

- ADDITIONS

AU

MEMOIRE PRECEDENT.

J a1 donné dans ce Mémoire une méthode générale pourrésoudrg
les équations numériques de tous les degré§ ; matiére sur Iarquelie
on n’avoit encore que des tentatives et des essais. Cette méthode
ne laisse , ce me semble, rien a desirer : non-sgul‘emenf elle
fournit un moyen siir de reconnoitre combi.en de racines rt?elles
positives ou négatives, égales ou inégales, il }:a; dans une :aquav:
tion quelconque ; elle donne encore le moyen d E.ipprocher daussi
prés que on vent, et le plus qu’il est po.gsxble en’ no:‘nbres.
rationnels, de la vraie valeur de chaque racine ; et c’est & quoi
se réduit , si je ne me trompe , tout ce que 'on peut sonhaiter
dans la résolution des équations numériques, . o

Ayant eu occasion de penser encore & cette matiére , jlai fait
de nouvelles réflexions qui peuvent servir & perfectionner et
simplifier la méthode dont il ’agit dans plasieurs cas; ce sont ces
véflexions que je vais exposer ici ; elles sont prmcxpglement
relatives aux chapitres Il et IIL . ’

Je conserverai dans ces Additions ’ordre de:s numéros du
Mémoire précédent, pour la commodité des citations.

93 R

Cacd
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ARTICLE PREMIER.

. v

Sur les Racines imaginaires des Equations.
7
REM 4R QUUE PREMIERE.

Sur la maniére de .reconnoftre quand toutes les racines d’une
éguation sont réelles.

28. J'ar donné dans le n°. 8 des formales générales pour
déduire d’une: équation quelconque , une autre équation dont
les racines soient les carrés des différences entre les racines de
Péquation proposée. Or, si toutes les racines d’une équation sont
réelles, il est évident que les carrés de leurs différences seront
tous positifs ; par conséquent, ’équation dont ces carrés seront
les racines, et que nous appellerons dorénavant, pour abréger,
"é’guati'ozi des différences , cette équation, dis-je, n’ayant que
des racines positives , aura nécessairement les signes de ses
termes , alternativement positifs et négatifs ; de sorte que, ‘si
cette conditionn’a pas lieu ; ¢e sera une marque sure que I’équa-
tion primitive a nécessairement des racines imaginaires.

29. De plus, comme on sait (voyez les Mémoires de 'Aca-
démie des sciences de Berlin pour Pannée 1746, et le premier
volume des Miscellanea de Turin) que les racines imaginaires
vont toujours deux & deux, et qu’elles peuvent se mettre sousla
formea 4+ gy —1,a~— 8/ — 1, « el @ étant des quantités
réelles, il s’ensuit que la différence de deux racines imaginaires
correspondantes sera nécessairement de la forme 2 8y — 13 de
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sorte que le carré de cette différence sera — 4 5, c’est-a-dire
une quantité réelle et négative. Donc, si ’équation proposée a
des racines imaginaires , il faudra nécessairement que I'équa-
tion des différences ait au moins autant de racines réelles
négatives qu’il y aura de couples de racines imaginaires dans la
proposée.

Clest. ce que j’avois déji remarqué dans le chapitre IT;
mais voici une conséquence qui m’avoit échappé alors, et qui
peut étre d'une grande utilité dans la recherche des racines
imaginaires. :

30. Nous venons de voir que chaque couple de racines ima-
ginaires de la proposée doit donner au moins une racine réelle
négative dans Péquation des différences. Or, il est démontré
(voyez les Mémoires de Académie des sciences de Paris pour
Pannée 1741 ) qu’une équation quelconque ne sauroit avoir plas
de racines positives qu’elle n’a de changemens de signes, ni plus
de racines négatives qu’clle n’a de successions du méme signe.
Donc, le nombre des racines imaginaires dans une équaiion
quelconque ne pourra jamais étre plus grand que le double de
celui des successions de signe dans I’équation des différences.

31. De-la , et de ce que nous avons dit ci-dessus , il s’ensnit
que si Péquation des différences a tous ses termes alternative-
ment positifs et négatifs , Iéquation primitive aur"a,gééessai-
rement toules ses racines réelles, sinon elle aura nécessairement
des racines imaginaires. Ainsi on pourra toujours juger , par ce
moyen, s’il y a ou non des racines imaginaires dans une équation
quelconque donnée, . '
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REMARQUE ILI

Oi VYon donne des régles pour déterminer dans certains cas le
nombre des racines imaginaires des équations.

39. Soient a, b,e,d, &c. lesracines réelles d’une équation
quelconque, eta + 8y —1,a—8y — 1,3 + &/ —1,
» — &y — 1, &c. les racines imaginaires ; les carrés des diffé-
rences de ces racines seront

(a—8), (a—c), (a — d)*, &ec.
(b —c), (b —d*&c.(c—d), &
— 48, — 44, &o.
(e—a+ 8y —1), (e—a—gy —1)

(e —pb + 8y — 1), (a—mbmpy —1)
(e—ec+ By —1), (e—c—py —1)
(¢e—d+py —1), (2—d—py —1)
&e.

(r—ae+ oy —1y, (h—a—2oy —a1y
(r—b+0y —1), (—b—d0y —a1)
(r—ec+ v —1), (y—ec—2y —ay
(r—d+ 3y —1), (r—d—23y —ap
&e. ’

(e =14+ (=3 YV —1), (emy— (8= d)y/—1)"
(¢ =3+ (8= Y —1), (emy—(8+9)y/—1)
&e.

lesquels seront , par conséquent , les.racines de I'équation des

différences.

Soit m le degré de équation proposée , qui est égal au nombre

des racines @, b, ¢, &c. « + £ V —1,a—B8 ¢y —1,

¥+ Y —1,%— &y —18&ec. celui de Péquation des diffé-

m(m—1) _

Tences sera = n (n° 8) : soit p le nombre des
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racines réelles @, b, ¢, &c. et 2 ¢ celni des racines imaginaires
et By —1,a—By —1,p + Y —~1,9— 3y —1 &
en sorte que m == p + 2 ¢, il est facile de voir par la table
précédente que, parmi les 7 racines de 'équation des différences,

r(p—
2

. , . 1 A ..
il y en anra nécessairement ) de réelles et positives,

g deréelles et négatives, et 2 ¢ (p + ¢ — 1) d'imaginaires.

33. Qu’on fasse maintenant le produit de toutes ces racines,
. . . 1 . ie
et il est visible que le produit des Ii{{;t_) racines positives
2

‘sera toujours positif, que celui des g racines négatives sera
positif ou négatif, suivant que le nombre g sera pair ou impair,
qu’enfin le produit des 2 ¢ (p 4+ g — 1 ) racines imaginaires sera
toujours positif; en effet , ces derniéres racines étant deux &
deux de la forme (A + By — 1)*, (A—By/ — 1), leurs
produits deux & denx seront de la forme (A* 4 B*)*, et par
conséquent posilifs : donc le produit de toutes ces racines
ensemble sera toujours aussi positif.

Donc 1= produit total sera nécessairement positif ou négatif,
suivant que ¢ sera pair ou impair. -

Mais le dernier terme d’une équation est, comme l'on sait 5
£€gal au produit de toutes ses racines avec lesigne + on —suivant
que le nombre de ces racines est pair ou impair.

Donc le dernier terme de 'équation des différences , dont le
degré est 7, sera nécessairement positif, si n et ¢ sont tous
deux pairs ou tous deux impairs, et négatif si 'un de ces nombres
est pair et Pautre impair.

3 N . -
54. or s 81 7 et g ront tous dewx pairs ou impairs; B — g

. . . . . ’ e
© sera nécessairement impair, et si ;2 ct ¢ sont, Pun pair, et

Yauire impair, » — ¢ sera nécessairement impair ;- mais -4

3 - 1
cause&euzm__.___)‘,etdem=vp+2g,,pna
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p(p—1)

n—g= +29(p+g—1),desortequen—g
sera toujours pair ou impair, suivant que p—(}—)_—])le sera.
2
Doncle dernier terme de ’équation des différences sera néces-

. . A . —1
sairement positif ou négatif , suivant que le nombreM—w—)-
2

sera pair ou impair, c’est-a-dire snivant que le nombre des
combinaisons des racines réelles de la proposée prises deux &
deux sera pair ou impair.

-
35. Supposons, 1°. que ce dernier terme soit positif, il fan-

p—1) .
dra, en ce cas,que}l([)—z-——z soit pair ; donc ou£=2A,et
2
p—1 EPREE H
pP=4r,0n =2aet p= 4+ 1;douil sensuit que,

dans ce cas, le nombre des racines réclles de la proposée sera
nécessairement maultiple de 4 si ce nombre est pair, c’est-a-dire
si le degré de ’équation est pair , on multiple de 4 plus 1 si le
degré de’équation est impair. Ainsi il sera impossible que I’équa-
tion ait 2, ou 3,0u6,0u7, &e. racines réelles. )
2°. Supposons que le dernier terme de ’équation des différences

“soit négaltif, il faudra alors queg(—p:-) soit impair , donc
‘ 2
ou§=2A+ 1etp=4x+z,out—i=zA+z,

etp=4a 4 &; d’ot il s’ensuit que, dans ce cas, le nombre
des racines réelles de la proposée sera nécessairement multiple
de 4 plus 2 si le degré de ’équation est pair, oun multiple de
.4 plus B si ce degré est impair. De sorte qu’il sera impossible que
Péquation ait en ce cas 1, ou 4, ou 5 ,ou8,oug,&ec racines
réelles.

36. Ainsi, par Pinspection seule des signes de I’équation

des
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des différences, on sera en état de juger, 1°. si toutes les racines
de I’équation proposée sont réelles on nonj 2°. si le nombre des
racines réelles est un de cenx-ci: 1,4,5, 8,9, 12,13,&c. ou
bien s’il est un de ceux-ci: 2, 3, 6, 7, 10, 11, &c. ce qui suffira
pour déterminer le nombre des racines réelles et des imaginaires
dans les équations qui ne passent pas le cinquiéme degré , et
dans toutes les équations od Pon saura d’avance que les racines
imaginaires ne sauroient étre plus de quatre.

Peut-étre qu’en poussant plus loin cette théorie , on pourroit
trouver des régles sires pour déterminer le nombre des racines
réelles dans les équations de degrés quelconques; les méthodes
que Pon a proposées jusqu’a présent pour cet objet , étant ou insuf-
fisantes , comme celles de Newton , Maclaurin, &c. ou imprati-
cables, comme celles de Stirling et de De Gua, qui supposent
la résolution des équations des degrés inférieurs.

REMARQUE I1L1.

O Pon applique la théorie précédente aux équations du second,
troisiéme et quatriéme degré.

57- Soit équation proposée du second degré, comme
5 — Ax + B = o,
. . , 2.1 ,
Péquation des différences sera du degré — = 1; et on trouvera
¢ " ,
par la méthode du n°. 8 que cette équation sera :
' Ve aq =0, -

ou Pon aura : a = A*~— £ B.
Ainsi les racines seront toutes deux réelles ou tontes deux ima~

. ginaires, suivant que on aura A* — 4B >0, ou <{0; ct elles

seront égales lorsque A* = 4 B.

38. soit proposée Péquation générale du troisiéme degré
@—Ax+Brx—C=0 ¥ Q
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Véquation des différences sera ici du degré — =3, et on trou-
2

vera par la méme méthode
V¥ —ag v 4 bvac=o,
2 (A*— 3 B)
(A*—3B)
. = 4(A*—3B)(BP—3AC)—(9gC—AB)»
3 . :
Donc , pour que les racines soient toutes réelles, il faundra que
Pon ait,
1, A*—3B > o,
2°. 4 (A*—3B) (B*—B8AC) —{9gC—AB)>o.
Si Pune de ces deux conditions manque , ’équation aura deux
racines imaginaires.

a
b

I

t

59. Soit maintenant proposée ’équation générale du qua-
triéme degré
2** L Bax—Cx 4+ D=0
dont le second terme est évanoui pour plus de simplicité; le

. . .o 4.3
degré de Péquation des différences sera — == 6 ; de sorte que
2

cette équation sera
Ve—ag + bvt—c+dvr—cvt+ f=o0

ou on trouvera par la méme méthode

a=— 8B

b= 22B*4 8D

¢c=—=18B*4 16 BD 4 26C*

d= 17B'+ 24B*D—7.16D*+ 3.16 BC*
© e==wm [B*— 2.27C°B*~8.27C*D+ 3.4°BD*—2.4°B°D
- F=4D'—2 4*B*' D+ 4°. 5 C*BD + 4 B*D— 4C*B*— 5°C*,

_ Donc, 1°. 51 la quantité

44D3_23.4AB2D+4n.5zCaBD+4,B4D_4CaB2_53C§

est négative, la proposée aura nécessairement deux racines

réelles et denx imaginaires ; mais si cette-quanltité est positive,
alors
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alors la proposée aura toutes ses racines réelles ou toutes
imaginaires.

Or, toutes les racines seront réelles si les valeurs de tous les
coefficiens @, b, ¢, d, e, f, sont positives; donc elles seront
toutes imaginaires si le dernier coefficient £ étant positif , quel-
qu’un des autres se trouve négatif. ’

Supposons donc le coefficient f positif, en sorte que 'on ait
4D’ — 2% £#B*D*+4°.3*C*BD + 4 B*D— 4C*B*~—3Cé¢>0
eton trouvera que tous les autres coefliciens seront aussi positifs
si'on a en méme temps

B<o, etB —4D>oa,
et qu'au contraire quelqu’un d’eux deviendra nécessairement
négatif si

B>0, ouB*— 4D <o.

Ainsi, dans le premier cas, les quatre racines de I'équation
seront toutes réelles, et dans le second elles seront toutes
imaginaires.

On pourroit de méme trouver les conditions qui rendent les
racines des équations du cinquiéme degré toutes réelles, ou en
partie réelles et en partie imaginaires; mais comme, dans ce cas,

I’équation des différences monteroit au degré 24_ 10, le calcul
2

deviendroit extrémement prolixe et embarrassant.
REMARQUE IVZ.

Sur la maniére d’avoir les racines imaginaires des équations.

.

40. Nous avons vu dans la remarque II° que chaque couple
de racines imaginaires correspondantes . + 8/ — 1,4 — g /—1
donne nécessairement dans P’équation des différences une racine
réelle négative — 4 8*; d’ot1 it s’ensuit qw’en cherchant les racines
réelles négatives de cette équation , on trouvera nécessairement

G a



173 - DE LA RESOLUTION

lesvaleurs de — 4 8*, d’otVon aura celles de 8, a’aide desquelles
on pourra ensuite trouver les valeurs correspondantes de «,
comme nous P'avons enseigné dans le n°. 173 de sorte qu’on
aura, par ce moyen, ’expression de chaque racine imaginaire
de Péquation proposée ; ce qui est souvent nécessaire , sur-tout
dans le calcnl intégral. Voici seulement une observation qui peut
servir & répandre un plus grand jour sur cette théorie, et & dis-
siper en méme temps les doutes qu’on pourroit se former sur son
exactitude et sa généralité.

41, Lorsque les parties réelles ¢, , &c. des racines ima-
ginaires

¢+B‘/—I,
@ = pgy — 1,
7+J\v‘/—l7
y — &y =1,
&ec.

sontinégales tant entr’elles qu’avec les racinesréelles @, 5, ¢, &ec.
il est évident, par la table de la remarque précédente, que
Véquation des différences n’aura absolument d’autres racines
réelles négatives que celles-ci: — £ 8*, — 4 & &c. de sorte
que le nombre de ces racines sera le méme que celui des couples
de racines imaginaires dans ’équation proposée.

Mais s’il arrive que, parmi les quantités «, 5, &c. il s’en
trouve d’égales entr’elles ou d’égales aux quantitésa, b, c, &c,
alors ’équation des différences aura nécessairement plus de
racines négatives que la proposée n’aura de couples de racines
imaginaires.

En effet, soit a = «, les deux racines imaginaires
(ea—a4pgy —1)(e—a—py —1), dev1endront-—ﬁ D

et - @', et par.conséquent réelles négatives.’

De sorte que si Péquation proposée ne contient, par exemple,
queles deux imaginaires a + 8/ — 1, eta — g ¥ — 1, ’équa-
tion des différences contiendra , dans le cas de « == a, outre la

.
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racine réelle négative — 4 @*, encore ces deux-ci: — §*, — £,
égales entr’elles.

D’ou Pon voit que lorsque équation des différences a trois
racines réelles négatives, dont deux sont égales entr’elles, alors
la proposée peut avoir ou trois couples de racines imaginaires,
ou une seulement.

Si la proposée contient quatre racinesimaginairesa + 8¢/ —1,
e—pBYy —1,7+ &y —1,9— &y —1,alors 'équation des
différences contiendra d’abord les deux racines réelles négatives
— 4 8%, — 44%; ensuite sl « = a, elle aura encore ces deux-ci:
— §*, — B*; siy = b, elle aura de méme ces deux autres-ci:
— 4%, — &*; enfin, si on avoit « = 3, alors les quatre racines
lmagmanes

(e—2+ (8= VYV —1), (e —»—(8—7) t/—l),
(e—>+(B+8)V—1), (a—2—(B+ )V —1),
deviendroient

—(B—2)y, —(B—2)y, —(+2),—(8+79),

c’est-a-dire réelles négatives, ou égales deux a deyx.

42. De-lail est facile de conclure , ‘

1°, Que lorsque toutes les racines réelles négatives de ’équa-
tion des différences sont inégales entr’elles, alors la proposée
aura nécessairement auntant de couples de racines imaginaires
qu’il y aura de ces racines.

Et, dans ce cas, nommant — # une quelconque de ces racines,
on aura d’abord 8 = ‘/—;f; cette valeur étant ensuite substituée

dans les deux équations (H) du n°. 17, on cherchera leur plus
grand commun diviseur , en poussant la division jusqu’d ce que
Von parvienne & un reste 6l « ne se trouve plus qu’a la pre-
miére dimension; et faisant ce reste ¢égal & zéro, on aura la
valeur de « correspondante & celle de £ ; par ce moyen, chaque
racine négative— wdonnera deux racinesimaginaires« + 8y —1,
eta—pgy —1, :
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2°. Que si, parmi les racines réelles négatives de 'équation
des différences, il y en a d’égales entr’elles, alors chaque racine
inégale, ¢'il y en a, donnera toujours, comme dans le cas pré-
cédent, une couple de racines imaginaires ; mais chaque couple
de racines égales pourra donner aussi deux couples de racines
imaginaires , ou n’en donner aucune; ainsi deux racines égales
donneront ou quatre racines imaginaires ou aucune ; trois ra-
cines égales donneront ou six ou deux racines; quatre racines
égales donneront ou huit ou quatre racines imaginaires , et ainsi
de suite.

43. Or soient, par exemple,— w, ¢t — w deux racines égales

w
comme

négatives de Péquation des différences, on fera g =

ci-dessus; et substituant cette valeur de 8 dans les équations (H)
du numéro cité, on cherchera leur commun diviseur en ne
poussant la division que jusqu’a ce que I'on parvienne & un reste
ol « ne se trouve qu’d la seconde dimension, & cause que la
valeur de £ est double, comme nous I’avons déja remarqué dans
Pendroit cité.

Ainsi, faisant ce reste égal 4 zéro, on aura pour la déter-
mination de « une équation du second degré , laquelle aura, par
conséquent ; ou deux racines réelles ou deux imaginaires.

Dans le premier cas, nommant ces deax racines «' et «”, on
aura les quatre racines imaginaires ' + 8/ — 1, &'—8y/ —1,
'+ 8y —1,a"— By —1;dansle second cas, les valeurs
de « étant imaginaires contre Phypothése, ce sera une marque
que les deux racines égales — w, — w, ne donneront point de
racines imaginaires dans la proposée. .

44. 911 y avoit dans équation des différences trois racines

. . . w
égales et négatives — w y — w, — w, alors faisant # = ‘—/;—,

DES EQUATIONS NUMERIQUES. 55

on poussera seulement la division des équations jusqu’a ce que
Pon parvienne a un reste ol « se trouve & la troisiéme dimen-
sion; de sorle que ce reste étant fait = o, on aura une
équation du troisitme degré en «, d’ot I’on tirera, ou trois
valeurs réelles de 2, ou une réelle et deux imaginaires : dans
le premier cas, on aura six racines imaginaires; dans le second ,
on n’en aura que deux , les valeurs imaginaires de « devant
toujours étre rejetées comme contraires a Phypothése , et ainsi
de suite,
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ARTICLE I1.

Sur la maniére d’approcher de la valeur numérique des
racines des équations.

Ox a vu dans le chapitre III comment on peut rédnire les
racines des équations numériques 4 des fractions continues,
et combien ces sortes de réductions sont préférables & toutes
les autres : nous allons encore faire ici quelques remarques ,
pour donner & cette théorie toute la généralité et la simplicité
dont elle peut étre susceptible.

REMARQUE PREMIERE.

Sur les Jractions continues periodigues.

45. Nous avons déja remarqué dans le n°
racine cherchée est égale & un nombre commensurable, la frac-
tion continue doit nécessairement se terminer; de sorte que
Pon pourra avoir Pexpression exacte de la racine ; maisil y g
encore un autre cas ot 'on peut aussi avoir Pexpression exacte
de la racine, quoique la fraction continue qui la représente
aille & Pinfini. Ce cas a lien lorsque la fraction continue est
périodique , c’est-a-dire telle que les mémes dénominatenrs
reviennent toujours dans le méme ordre 3 Vinfini ; par exemple,
si on avoit la fraction

- 18 que lorsque Ia

1
Pt

l

il
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il est clair qu’en nommant x la valeur de cette fraction, on auroit
¥ = p + ! 1

g + x!
ce qui donne cette équation : 4

g8 —pgx—p=o,
par laquelle on pourra déterminer « ; il en seroit de méme si la
période étoit d’un plus grand nombre de termes, et Pon trou-
veroit toujours pour la détermination de x une équation du
second degré. 1l pent aussi arriver que la fraction continue soit
irréguli¢re dans ses premiers termes, et qu’elle ne commence &
devenir périodique qu’aprés un certain nombre de termes; dans
ces cas, on pourra trouver de la méme maniére la valeur de la
fraction, et elle dépendra pareillement tonjours d’une équation
du second degré ; car soit, par exemple , la fraction

I
P+;—_'*_1+_l_
s +

~N

lo-

1
r —_ 1
+ 3 L
r 4+ &ec.
nommons toute la fraction x, et y la partie qui est périodique,
savoir :

1
r 4 — 1
s+——-'}- &e.
on anra
1
xr == + — 1
p g+.;, ,
d’otaVon ti =—T7"P . maisl = gt
oulon tire y l_q(x__p),maxslonay r+s+},’

ce qui donne s y* — r s y — 7 = o ; donc, substituant pour y sa
valeur en x, on aura

s(#—p)—rs(e—p) (1—g(s—p))—r(1—g(x—p))=o,
équation qui, étant développée et ordonnée par rapport & «,
montera au second degré.

H
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46. On voit, par ce que nous venons de dire, que le cas
dont il s’agit doit avoir lieu toutes les fois que , dans la suite des
équations transformées (a),(58), (¢), (d), &c. du n° 18, il
g’en trouvera deux qui auront les mémes racines; car si la
racine z, par exemple, de Péquation (¢) étoit la méme que la
racine = de ’équation (&), on auroit

1

xT=p 4+ — 1

g t+ 2’
ce qui est le cas que nous avons examiné ci-dessus ; et ainsi des
autres. Donc, quand on voit que dans une fraction continue
certains nombres reviennent dans le méme ordre, alors pour
s’assurer si la fraction doit étre réellement périodique a Vinfini,
il 0’y aura qu’a examiner si les racines des denx équations,
qui ont la méme valeur entiére approchée, sont parfaitement
égales, c’est-a-dire si ces deux équations ont une racine
commune ; ce qu’on reconnoitra aisément en cherchant leur
plus grand commun diviseur, lequel doit nécessairement ren-
fermer toutes les racines communes aux deux équations, il y
en a: or, eomme nous avons vu que toute fraction continue
périodique se réduit 4 la racine dune équation du second degré,
il s’ensuit que le plus grand diviseur commun dont nous parlons
sera nécessairement du second degré,

47 « Supposonsdonc qu’on aitreconnu que, parmiles différentes
équations transformées, il s’en trouve deux qui aient la méme
racine , alors la fraction continue cherchée sera nécessairement
périodique & Vinfini; de sorte qu’on pourra la continuer aussi
loin qu’on voudra, en répétant seulement les mémes nombres;
mais voyons comment on pourra dans ce cas continuer aussi la
suitedes fractions convergentes du n°. 323, sans étre obligé de
les calculer toutes 'une aprés 'autre par les formules données.

Pour cet-effet , nous sapposerons que Pon ait en général

1 1
a4 U J— s
M 2 T EAA & &e.

i

1
x = —_ 4
o 7y ¥

x
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en sorte que « étant la racine cherchée , ', 27, 2", &c. soient
celles des équations transformées que nous avons désignées
ailleurs par y, z, u, &c. et on aura

1
x=24 —— 1
A+ A 4 &e.
Donc, faisant comme dans le numéro cité
I = L =o0
l’ = a’ L’ = 1
UV =2V 41 L” = A L «ees(A)
l’fl — A”’ l’l + l’ LIII f— AIII L/I + LI
IIV . AIV l//l + lﬂ L"7= AIVL/” + L//
&e. &ec.

on aura ces fractions convergentes vers x
2 r 7 " w
TT U e &
. . 1
Maintenant ’équation & == ' 4 ya donnera
s =N+ r1=al + 13
mettons au lien de 4’ dans le second membre de cette équation,
1 -
sa valeur 2" 4- i ©t multipliant par &”, on aura
2 =N+ D V=0 + 1
on trouyera de méme , en substituant dans le second membre

. 1
de cette équation A"’ 4 - a la place de &7,
xx z = 4 U, '
at ainsi de suite, ‘
. 7 ' - ) I . o
Pareillement Péquation 4’ = A" + 7 donnera

ax=2x"+1=L"a"+L;

Ha
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. . .,
ensuite substituant dans le second membre 2" 4 — a la place
w
de &, et multipliant par »”, on aura
2 x x — (A” L + LI) x" + L7 =1L" &' + L”,
et ainsi de suite, )
D’ou il Sensuit qu’on aura en général, quelle que soit la
fraction continue, soit périodique ou non,
o' &t = xS B
x' ;’T’, xl/l...‘.xe =L¢ xg+ Lg—l }0--.( ).
Il faudra bien se souvenir qu’ici et dans les calcals suivans
les exposans des quantités x, Z, L, représentent des indices ,
et non des puissances.

48. Cela posé, supposons que 1’on ait trouvé , par exemple,
&+’ = a*, Sest-a-dire que la racine de la (& + v)eme trans-
formée soit égale 4 celle de la transformée u; alors on aura
aussi ok TTF = gl gt TR e R a# R af R,
et en général gt trT+T x"‘"‘”; donc aussi A¥+ "+ = A""",
AFFTER = A ts &e. et en général AT THT — 47, do sorte
que P’on aura N

! : |
Nt &e.
+

x:A,-l-

I
- 1
AT .
+ A +a + &C-
1
o 1
o
t + &ec.
‘Maintenant si on suppose en général ¢ = + n v + 7, il est
facile de voir que les deux équations ( B) du numéro précédent
deviendront -
T B g g g BT o (ghebr ghka, | g
= ¢ Pk + l(-ﬂ, et
& x'. .. P ¢ P g e N (x‘y-f-. ok L B .xﬂ-f-v)a
= L& ght7 4 -1,

$
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Or, en faisant dans les mémes équations ¢ = ¢, on a
ax'a’ . oat = Pt 4 T
& x Lt =Lt 4 LE,
De plus, & cause de
1

x/‘=}"‘+’+;y_-9-—x’ xﬁ+]=)‘#+‘+xﬂ+x &G.
il est clair que si on fait

A =1 H =o

h/ — ,\l‘-}-l Hl —

B =T h +h H =aTH ceres(C)

B == A3 g + 14 H" — a#+3 H” + H

RV = At e L B HP =a*t4H"+ H"

&e. &e.
on aura en général
x"x"*‘x"""....x”"": h’xﬂ+'+ h’—l (D)
gttt gt gttt = H g o O 3T
Doncon aura ’
gttt gt T =H" g#*T 4 HT !
et, & cause de a**' = &* (hyp.) ‘
a Tt gt af P =H 2 + H T
De sorte qu’en faisant ces substitutions dans les deux équa—
tions ci-dessus , on aura .
(FaP P (Hr et + B (K 4 H )
=Lt LI et o
(LE&t 4 L*=) (H™ a#*+" 4+ H" ) (H s + B ')
=Leat+# 4 LE-,
Dans ces formules et dans les suivantes, les exposans des
quantités A, &, H, dénotent aussi des indices.

49. Or, les équations (D) étant divisées I'une par Pautre ,

donnent . -1
B afT BT eieeenan(E)

L L
& = H’x“'*','-l' -
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H = o* e 7
H = ' alf — 7
A" — H” o*
LI oy HWH T'—H A
de-la H" » +H "= T
de voir par la nature des quantités %, 4', ", &c. H, H,H", &o:
que Pon a
Hr—FWH=1, H'A—FH =1, H'A"—KF"H =1 &e,
d’ot Yon aura en générat
FH e H A=zt
le signe supérieur ayant lieu lorsque » est un nombre pair, et
Pinférieur lorsque = est impair.
Donc , faisant ces substitutions dans les deux derniéres équa-~
tions du numéro précédent, on aura
= (F+ ) (B2 +H =
(BH = — K~ H™) ok + B B — B A=
e (Lo + L) (B a* 4 By = ,
(LR = —LE T H ) + LS BT — LR
les signes ambigus dépendant da nombre =, comme nous Pavons
vu ci-dessus.
Maintenant , si dans Péquation (E) on fait ¢ =v, on aura,
a de a#+' = a*(h f‘_w-a"]’
cause de = &* (hyp.) & =@y doulon
tire Péquation en z*
H (a#) — (B —H ') a* — "' = 0....(F)
laquelle donne
h’__”H'—l+‘/((h'~B’—l)‘+‘_H’h‘—])

= a H ’

d’ot Pou tire £*+ 7 =

-

Donc, faisant # = =, on aura #“*” = , et

smaisilestfacile

-Soit peus abréger .
A —_H J AR

o EkE—me e s

en sorte que Pon ait &* = P + ¢/ Q; substituant cette
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valenr dans les deux derniéres équations , on eura
= (FP+ ¥+ Py Q) (WP +H ™ +HyQ)
=UBH T — BT H) (P4 Q)+ B — L H
= (LA P+L* '+ Ly Q) (HP + H™' + H'y Q)
‘=LIH" T — LS HT) (P+ v/ Q)+ LE A"— LA™
d’ou, 4 cause de Yambiguité du radical y/ Q, on tirera quatre

équations , par lesquelles on pourra déterminer &, 8-,
Lé, Lo,

50. En effet » supposons pour abréger

: PP =
L*P 4 L&~ = F*
HP + H- =K,

les exposans de f, F, K, dénotant des indices; on tronvera ces
quatre équations :
PH ™ - " o=
o L EVQIK+ BV QY —(f*—# Q) (K'—H'y Q)
2y Q
B =t o (PHVQ) (F=PYQ) (K'—H'y QY

2y Q
==V (f+#vQ) K’ —HyQy
2y Q
LH =L H =
o+ (FALYYQ) (K4 H'y Qr—(F*—L*y/Q) (K'—H'y/ Q)

2y Q :
Ltm 37— Lt 5= — e (PHV/Q) (FPnL*y Q) (K'—H'y/QF
2y Q
;:( P—y/Q)(P*—L*/Q)(K'—H'y/ Qr
2y Q

Donc, si on ajoute la premiére multipliée par 4™ & Ia seconde
multipliée par H", et de méme la troisiéme multipliée par 4*
4 la quatriéme multipliée par H*, et quon fasse, pour
abréger, —HP + & =G
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on aura, acanse de 2" H" ~*—H" A"~ === 1(n° 4g),

p [+ EVQ) (CT+H Q) (K +H v Q)

2V Q.
_=2vQ) (CT=HyQ) (K—H YV Q)
2V Q
_(F+LvQ) (C"+H v Q) (K'+H'\/Q)

2y Q
_(F" L"vQ) ("=HvQ) (KT—H" Q)

, PRVA)
cetant =pu 4+ nv 4 =,

Ainsi, lorsqu’d Vaide des quantités &', A", &', &c. A"+,
on aura calculé, par les formules (A) et (C), les quanti-
tésZ, 7,0, &c. L,L', L”, &c. jusqu’a & et L*, etles quanti-
tés hy &, A", &ec. H,H', H", &c. jusqu’a A" et H', on pourra,
par les formules précédentes, trouver les valeurs de 2 et de LS,

2
c’est-a-dire les termes de la fractxon =+ quel que soit l’exposant

du guantiéme ¢ ; car pour celailn y aura qu’a retrancher p de ¢,
et diviser la différence par v, le quotient sera le nombre 7 qui
entre dans les formules précédentes comme exposant, et le reste
serale nombre 7, qui sera par conséquent toujours moindre que .

Quoique les formules précédentes renferment le radical / Q,
il estfacile de voir que ce radical g’en ira aprés le développement;;
desorte quelesnombres /et L¢ seront toujoursrationnelset entiers,

51‘. Au reste, si on vouloit trouver en général I'équation
du second degré, par laquelle peut étre déterminée la racine x
de’ l’éqnation proposée lorsqu’on a #**' = x*, comme dans le
n°. 48, il n’y auroit qu’a remarquer que les équations (B) du
n°. 47, étant divisées 'une par 'autre, donnent en général

28 4+ 1870
Bl s (¢
L 28 o+ LT
L=
ﬁfou 1’on tire, en fajsant ¢ = p, 2% = TELIE

substitgant cette valeur de +* dans l’cquauon (E) dan°. 4g, on
- aura

X ==

; done,

+

DES EQUATIONS NUMERIQUES. 65

aura celle-ci:

H (LA om0 o (B—H 1) (LA ) (L)
—HK (=L x) =0,

c’est-a-dire

(H (L) 4 (B — H 7)) L L — ' (LE) ) 2 —
(H' LA = e (B H T (L 4 2 L) —2 B L) e
H(F )y ((BW—H"YF =P () =0,

&t cette équation sera nécessairement un diviseur de I’équation
proposée,

REMARQUE I1

0% lon donne une maniére trés-simple de réduire en fractions
continues les racines des égquations du second degre.

52. Considérons Péquation générale du second degré

Eag—2eax—E=0

dans laquelle E, E et « sont supposés des nombres entiers, tels

que ¢* + EE > o, pour que les racines soient réelles; cette

équation étant résolue , donne

e+ vV (e +EE)

=

ot le radical peut étre pris positivement ou négativement.

Supposons que la racine cherchée soit positive , et soit A’ le

nombre entier , qui sera immédiatement plus petit que la valeur

1 .
de x, on fera donc v = A’ + -5 et substituant cette valeur

dans Péquation proposée, on aura une équation transformée ,
dont Vinconnue sera &' : or , si aprés avoir fait la substitution ,
on multiplie tonte Péquation par 2'*, qu’ensuite on change les
signes, et qu’on suppose pour abréger

¢ = A E — ¢

E —-—E+2§A——E' /s
on aura la transformée E” #'* — 2 ¢ &' — E =0,

I
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¢ + ‘/ (Elz + E/En)
o E/}

donc le nombre entier A”, qui sera immédiatement plus petit

laquelle donnera &' = : on cherchera

’ 1 . .
que celtte valeur de &', et on fera 2’ = »” 4 —;, et ainsi de
‘ x

suite.

Maintenant je remarque que la quantité ¢'* + E'E”, qui est
sous le signe dans ’expression de «’, devient, en substituant les
valeurs de ¢ et de E’, et 6tant ce qui se détruit, celle-ci ¢+ E'E’,
qui est la méme que celle qui est sous le signe dans Pexpression
de x5 d’ou il est facile de conclure que la quantité radicale sera
toujours la méme dans les expressions de x, 2/, &7, &c.

Donc, si on suppose pour abréger

B=¢ + EFE,
et qu'on fasse ( le signe <C dénote qu’il faut prendre le nombre
eatier , qui est immédiatement moindre )

s+VB B,

Vo< £
E/ 2
! .
E =E + 2N —F A”, N <'_%/_§, ¢ = A" B =
/)
E/H‘:E/ + 2 ’/ A” _E/{ »Aﬂl’ A”’ < ¢ ;”IVB , 5”’: AI/IEHI._‘ﬂ‘
N "
£ B
E1r=E11+ 24" A"’-——E/”)\m‘, A17< ;;-”‘r/ , ‘IV=AIVEIV___i///
&e. &e. &e.
on aura
e+ ¢ B , 1
¥ = ——————— == A 4 —
El xl -
,—-,'.;. ‘/B__A,,+_
- EI/' - ”
x = ¢+ u‘/ _B = A 4 1
E ’ x'/l

&c.ﬂ
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1
d’otr x = A + - 1
A + e
A 4+ &e.
Quant au radical y/ B, il faudra toujours lui donner le mémg
signe qu’on Jui a supposé dans la valeur de la racine cherchée .
On peut observer encore que , comme l'on a trouvé
¢+ EE =&+ EE =B,
B—¢"
on aura B’ = — et de méme
B p— e//’ B —_— EN/"
El” = E// b EIV = EHI &C.
Ainsi on pourra, si on le juge plus commode, employer ces
formules & la place de celles qu’on a données plus haut, pour
P q P s P
avoir les valeurs de E”, B/, &ec.

53. Maintenant je dis que la fraction continue qui exprime

-1a valeur de &, sera tonjours nécessairement périodique.

Pour pouvoir démontrer ce théoréme, nous commencerons
par démontrer en général que , quelle que soit Péquation pro-
posée , on doit toujours nécessairement arriver a des équations
transformées , dont le premier et le dernier terme soient de
signes différens. En effet , nous avons vu dans le n°. 19 qu’on
doit toujours nécessairement arriver & une équation transformée
qui n’ait qu'une seule racine plus grande que l'unité, aprés

- quoi chacune des transformées suivantes n’aura aussi qu’une

seule racine plus grande que Punité ; soit donc

av” + by~ fcu"* 4 &c. + £ = o,
une de ces transformées qui n’ont qu’une seule racine plus
-grande que l’unité, et soit s la valeur entiére approchée de u,

. - 1
on fera, pour avoir la transformée suivante , z = s + w0 e
qui, étant substitué, donnera cette transformée , dans laquelle
il est aisé de voir que le premier terme sera
(as"+ Bs" '+ es" '+ Ko + k) o™,
: 1a
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et que le dernier sera a. Or, puisque la vraie valeur de z dans
la transformée précédente tombe entre ces deux-ci: u=s
et u = 00, entre lesquelles il ne se trouve aucune antre valeur
de z (hyp.), il sensuit qu'en faisant ces deux substitutions
dans 1’équation en #, on aura nécessairement des résultats de
signe contraire ; car il est facile de concevoir qu’il n’y aura,
en ce cas, qu’un seul des facteurs de cette équation qui pourra
changer de signe en passant d’une valeur de u aVautre (n° 5).
Mais la supposition de u = oo donne le résultat @ u™ (tous les
autres termes devenant nuls vis-d-vis de celui-ci ), lequel est
de méme signe que le coefficient @ ; donc il faudra que la sup-
position de z = s donne un résultat de signe contraire & a;
mais ce résultat est égal a

as" 4 bs"Tl=cs""+ &e. + £;

donc, puisque cette quantité est en méme temps le coefficient
du premier terme de I'équation transformée en w , dont le der-
nier terme est @, il Sensuit que cette transformée aura néces-
sairement ses deux termes extrémes du méme signe.

Et on peut prouver de la méme maniére que cela aura lieu &
plus forte raison dans toutes les transformées suivantes,

Cela posé , puisque V'équation proposée

Fa—2ea—E=0

donne les transformées (n°. 52)
Eat—a2¢éa —E =o0
Ergh—2 s’ — E'=o0
&e.
il sensuit de ce que nous venons de démontrer qu’on parviendra
nécessairement & des transformées, comme
Br+r (a7) — 2 & &7 — EY = o
Er+s (x7+‘)’—— 2 P At Aok p— Ext'= o
&e. . ‘
dont les premiers et derniers termes seront de méme signe;
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de sorte que les nombres Ev, E¥**, E¥**, &c. seront tous de
méme signe. Or, on a (n°. 52)

B=(¢) 4+ EYEY" == (') 4 Er+t Er+: = &c.
donc , puisque E¥, Er**, Er**, &c. sont de méme signe, les
produits E¥ Ex+', Ev+' Ev**, &ec. seront nécessairement posi~
tifs; d’ot il Sensuit, 1°. que P’on aura (7 )* <<B, (7 *')*<B, &e.
C’est-a-dire ( en faisant abstraction du signe ) ¢ < v B,
%1 < /B, et ainsi de suite 4 Pinfini ; 2°. que P'on aura avssi,
i cause que les nombres E, E/,E”, &c. sont tous entiers, E¥ <'B,
Er+' < B, Er*t* < B, et ainsi de suite. Donc,. comme B est
donné, il est clair qu’il n’y aura qu’un certain nombre de nombres
entiers qui pourront étre moindres que B et que y/ B; de sorte
que les nombres E¥, E¥*', E¥**, &c. ¢, vt gortr &c. ne
pourront avoir qu’un certain nombre de valeurs différentes , ct
quainsi dans l’une et Iautre de ces séries, si on les pousse &
Vinfini , il faudra nécessairement que les mémes termes reviennent
une infinité de fois; et , par la méme raison, il fandra aussi qu’une
méme combinaison de termes correspondans dans les deux séries
revienne une infinité de fois; d’ou il s’ensuit qu’on aura néces-
sairement , par exemple ,

E1+J‘+v — E~,+a‘, et gy tI+y — e-,.pa«,
ou bien, en faisant o + & = ¢,
E*t = E", et F' = ¢
donc, a cause de .
B = (&) 4 EF BF+r = (#H7) 4 EFHERHHY
on aura aussi E#+'*+* = Ef*'; mais on a
x,‘__E‘“+ v B etx#_‘_,__f“""%—\/B

- Ef:+l ? - Ey+v+: ’

donc a*+7 = a*; donc la fraction continue sera nécessairement
périodique (n°. 48).

54. Bn effet , on voit par les formules du n° 52-quesilon a
E#+Y = E*, et 7' = ¢, on aura
E'u""?‘": EF+:, A""""":’: ,\p-rx, EH+V+I= i""",
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et ainsi de suite ; de sorte quen général les termes des trois
séries B, B/, B/, &c. s, ¢, ¢, &e. A, a7, &e. qui auront pour
exposant 4 -+ nv + =, seront les mémes que les termes précé-
dens, dont les exposans seront ¢ + 7, en prenant pour n un
nombre quelconque entier positif.

Ainsi chacune de ces trois séries deviendra périodique , &
‘commencer par les termes E*, ¢ et A%, et leurs périodes
seront de v termes , aprés lesquels les mémes termes reviendront
dans le méme ordre , & Vinfini.

55. Nous venons de démontrer qu’en continuant la série
des nombres E, E, E”, &c. on doit nécessairement trouver des
termes consécutifs qui soient de méme signe , et qu’ensuite la
série doit nécessairement devenir périodique : or, je dis que
dés que , dans la méme série , on sera parvenu a deux termes
consécutifs, comme EY, EY¥', de méme signe , on sera
assuré que l'un de ces deux termes sera déja un des termes
périodiques , lequel reparoitra nécessairement dans chaque
-période.

En effet, comme E7, Ev¥', sont de méme signe, il est clair
que la transformée

Ert' (a?)* — 2 Va7 — E¥ = o
aura nécessairement une racine positivé et 'autre négative ; de
sorte qWelle n’en pourra avoir qu'une seul? qui soit plus grande
que Vunité; donc toutes les transformées suwaptes auront néces-
sairement leurs termes extrémes de signes différens (n°. 53),
par conséquent tous les nombres E¥, Ev*+*, Ev+2, &c. seront de
méme signe ; de sorte que chacun d’eux sera moindre que B,
et chacun des nombres ¢, ety ert* . &, sera moindre

que y/ B (numéro cité ).

56. or ,commeon a B = (&) + Ev Er+:, il est visible
que les nombres Ev, E¥*" seront ou tous les deux moindres
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que v/ B, ou que si I'un est plus grand , autre en sera néces-
sairement moindre ; de sorte qu’il y en aura au moins toujours
un qui sera moindre que / B.

Supposons que ce soit E7, je vais prouver que les nombres
Ev, Ev+' Ev*te &ec. v, ¥, 2, &e. seront tous nécessai~
rement de méme signe que le radical / B. En eflet, puisque les
racines 2’ , &”, &', &c. des équations transformées doivent étre
toutes plus grandes que Punité par la nature de la fraction con-
tinue , on aura donc aussi & > 1,2¥ %' > 1, et ainsi de suite;
donc ’

@+ B ot 4y B
TR 2 b ““E?IL“ > 1, &e.
et comme ) '

B = () + E¥ B+’ = (or+') 4 Er+® Erts = &e.
on aura

¢ + VB _ Ev o+ 4+ /B Er+
Bt Y B— e’ ¥ T Y B — et
et ainsi des autres; donc aussi
EY E'y+1
VB=—a- " yYB—aw oo

Or, comme ¥, ¥+, &c. sont plus petits que /' B, il est clair
que quel que soit le signe de ces nombres ¢7, ¥+, &c. les déno-
minateurs |/ B—¢¥, ¢/ B — &¥*', &c. seront nécessairement
du méme signe que ¢/ B; donc il faudra que les numéra-
teurs Ev, E¥**, &c. soient aussi tous du méme signe que /' B,
Maintenant supposons pour plus de simplicité / B positif,
en sorte que E¥, E¥*', &ec. doivent étre aussi tous positifs ;
je dis que ¢, ', ¥*s R, le seront aussi, Car, soit,
¢'il est possible, ¢ = — n (7 étant un nombre positif) ,
comme E7<C{/ B(hyp.), onaura a plus forteraison <y B4-»;
Er Er
VB—¢ VB
quantité doit étre > 1; donc ” doit étre positif. Soit ensuite
s’il est possible , ¢¥** = — 4", comme Pon a, par les formules

donc

, sera < 1, an lienw que cette
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dun®. 52, ¥ =T EY* — o onaura vt Erti= o —u';
donc, & cause que <¥ et »’ sont des nombres positifs moindres
que ¢/ B, et que A¥*' est aussi un nombre entier positif, il est
clair que E¥*' devra étre moindre que y/ B; et dans ce cas on
prouvera, comme ci-devant , que ¢t devra étre positif, et
ainsi de suite. .

Si y/ B étoit pris négativement , on prouveroit de la méme
maniére que <7, ¥+, &c. devroient étre négatifs ; et méme,
sans faire un nouveau caleul, il 0’y aura qu’a remarquer que
les formules du numéro cité demeurent les mémes, en y chan-
geant les signes de toutes les quantitésE, B, B, &e.¢, ¢, ¢, &c.
et du radical ¢/ B;de sorte qu’on pourra toujours regarder ce
radical comme positif, en prenant les quantitésE, E,E", &ec.
£, ¢, ¢, &c. avec des signes contraires.

57- Cela posé , je dis que si deux termes correspondans
quelconques des suites E7, Evti Evte, &e. v, 0t v, e
sont donnés , tous les précédens dans les mémes suites seront
nécessairement donnés aussi.

Supposons , par exemple, que Ev+3 et ¢v+? soient donnés
( on verra aisément que la démonstration est générale, quels que
sojent les termes donnés ), et voyons quels doivent étre les
termes qui précédent ceux-ci , en vertu des formules dun®. 52,
et des conditions du numéro précédent. On aura d’abord

‘-y+3 = AY+3 Evy+3 — £7+n;
donc rts — Av¥3 Fr¥d . oyt
mais on doit avoir ¢ T* </ B; donc il faudra que Pon ait .
o+ 4+ v B
A7+3 < T
. Ev+3
On aura de méme
gt — N E‘y-j}': — ,57.+23
dou, & cause de ¥ ' </ B, on tirera
= R . .574.: + ‘/ B

s L — e

mais
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mais il faut , par la nature de la fraction continue, que A¥¥* soit
un nombre entier positif ; donc il faudra que Pen ait
s 4y B > E7+';
or on a aussi i
B+ Erts = B— (o) = (/B 4+ o+) (YB—a*)
donc / B — ¢v** < EY*®, savoir: en mettant pour ¥t sg
valeur ci-dessus, ¢/ B = A+ Er*3 4 o +3 < EYHY s dol

+3
art3 > ﬁ___g_ﬁ‘/_]}. — 1.
Donc, puisque le nombre A7** doit étre entier, il est clair qu’il
ne pourra étre égal qu’au nombre entier, qui sera immédiatement
v t? o4
E’y+3

5 ainsi A7 +? sera donné, et de-Ja<¥**

B — (E'y+a)l

que E7** sera aussi donné. Maintenant on aura
o = Ay Ertr gt

plus petit que

le sera aussi ; et comme Ev+* = , U est clair

et par conséquent, a cause de ¥ < ¢/ B,
-+
arEr < dT 4 \/ B
EY +1
Donc, pour que A¥** soit entier positif , tel qu’il doit étre , il
faudra que %' 4 ¢/ B > E¥™'; par conséquent, & cause
de Byt Er+2 =B —(or*' ), ilfaudraque y B — v < B3,
ou bien, en mettant pour ¢¥ ** sa valeur ci-dessus,
‘/ B — NG E-y+n + P ke < E7+‘§
v 4+ B
TRt T
De sarte que le nombre A¥+* ne pourra étre que le nombre
entier , qui sera immédiatement plus petit que la quantité 'don~
"y+n + ‘/ B

e

d’ou Pon tire  ar** > 1.

née ; donc ce nombre sera donné, et par-l4 les

nombres ¢+’ et E¥Y** le seront aussi.
Enﬁn, puisque EY est (hyp) < ‘/ B, on aura a plus forte
; K
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raison &7 + /' B > E7; et de-1a,4 cause de EY Ev*' =B — (7)7,
on aura /' B — ¢ < Ev, oubien, en substituant pour ¢ sa
valeur trouvée ci-dessus ,

+ vV B — artr Byt ot < B,

ce qui donne
v
Ayt > i__j__L/._B —1 ‘
Er+» ¢

Donc le nombre A7+ ne pourra étre que le nombre entier, qui est
5‘y+ 1 + ‘/ B

Ev+: ’
par conséquent ce nombre sera entiérement donné, et les
nombres ¢* et E? le seront aussi.

Or, nous avons vu (n°. 53) qu’en continuant les séries
Ev, Ev*', &c. ¢, &', &c. il arrivera nécessairement que
deux termes correspondans, comme EY*+?  ¢¥*7 reparoitront
aprés un certain nombre d’autres termes; en sorte que on aura,
par exemple,

Ex+1+d — E-,+J" P e g-,+l.

immédiatement moindre que la quantité donnée

Donc, par ce que nous venons de démontrer, on aura aussi en
remontant

E-y+v+l‘—| — E7+J—x’ HIHEI— e
E-y-l—-v-f-f—-n — Ey-fl‘—-i’ ‘-,-?-'-t-l—: — gy+é—a
&e. &e.

Ert+' — E", T = 7,

58. De-la, je conclus en général que lorsque dans la série
des nombres E, E', E”, &c. on en trouvera deux consécutifs de
méme signe, celui des deux qui sera moindre que y/ B sera déja
nécessairement périodique.

Ainsi, si dans I’équation proposée

Eas—2¢x—E=0
les coefficiens E et E’ étoient de méme signe, la série seroit
periodique dés le premier ou le second terme,
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Si Pon a ¢ == o, en sorte que ¥ =/ %,alors on

aura B = E E’; d’ou 'on voit que des deux nombres E, E', le
plus petit sera moindre que ¢/ B, et le plus grand sera néces-

. . E
sairement plus grand que {/ B; donc, dans ce cas , si le nombre v
dont il s’agit d’extraire la racine carrée est plus petit que Punité,
la série sera périodique dés le premier terme E; et s’il est plus
grand que Punité, la période ne pourra pas commencer plus bas
qu’au second terme.

5 9. On aveit remarqué depuis long-temps que toute fraction
continue périodique pouvoit toujours se ramener a une équation
du second degré ; mais personne, que je sache, n’avoit encore
démontré inverse de cette proposition , savoir : que toute racine
d’une équation du second degré se réduit toujours nécessai-
rement en une fraction continue périodique. 1l est vrai que
M. Euler, dans un excellent Mémoire imprimé au tome XI
des nouveaux Commentaires de Pétersbourg, a observé quela
racine carrée d’un nombre entier se réduisoit toujours en une
fraction continue périodique ; mais ce théoréme, qui n’est qu’un
cas particulier du ndtre , n’a pas été démontré par M. Euder , et
ne peut I’étre, ce me semble, que par le moyen des principes
que nous avons établis plus haut.

60. Nous avons donné plus haut des formules générales
pour trouver aisément tous les termes des fractions convergentes
vers la racine d’une équation donnée, lorsqu’on a reconnu que
1a fraction continue qui exprime cette racine est périodique.

Or, dans le cas o Péquation est du second degré, et ot 'on
se sert de la méthode du n°. 52, on.pourra, si on veat, gim-
plifier beaucoup les calculs des n®. 48 et suivans, pour trouver
les termes & et L¢ de chacune des fractions convergentes
vers a.

Ka
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” B Bt
En effet, ayant x”:%etx“*”:%y

ol ¥, *+7, E#*1 et E**+7+! sont conmues (7 étant < v ), il
n’y aura qu’s substituer ces valeurs dans les deux dernitres
équations du n°. 48; et faisant pour abréger

*
E‘u':l + l”_‘ —f‘“
P

%I‘jl 4+ LF- = F*
H & .
EM—:T + ™' =K

H” 7 4 He— EF+7H = GV
on aura
Y B , y H v B
(r + LYEBY (or+w v B) (R + T
= [T L T ERYTE 4 By B
L \/ B » ” v H ¢ By
(o + B2 (e sy n) (0 + B0
=LeeH* o LT BT 4 L8y B
d’olt, & cause de Pambiguité du signe du radical y/ B, on tire
sur-le-champ

(+ D (@« v n) (02 Py

2= L — 7S
=t (o ) (=T
() @ o ) (e Y
) (o v ) (0Tl
2y B

¢ étant, comme plus haut, = + nv + =
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61. On peut aussi remarquer que la valeur de L¢ peut se
déterminer par le moyen de celles de Z et 7', sans avoir

besoin d’un nouveau calcul.

¢4 v B E
En effet, ayant # = ] = VB’ et de
A E¢
méme ¢ = VB = on aura par ’équation (G ) du n°. 51,
E Z€E5+l<“(‘/B—-s€)

VB—¢ LEEf4 Lt-*(y B— <)
savolr
E(LCEC 4 L& (/B—et)) = KES(y/ B —¢)
4 87 (B+ et —(f 4 ¢)y B);

"de sorte qu’en comparant la partie rationnelle avec la ration-

nelle , et Pirrationnelle avec lirrationnelle , on aura

2 Be 4 zeE' (£ +0)

_ — RS e 4+ L (Besf)
E

d’olt, & cause de B — (<¢)* = ESE¢', on aura

I8 (S—e) + 267 EE*

L' =

Te ES — Le— of

LS =
E
Or, pétant = p 4+ nv 4 =, on aura
e — 5#-*-”, e+ — E{k+ﬂ+-;

de sorte que % et E¢*! seront connus, quel que soit le quan-
tiéme p.

62. Sapposons , pour donner un‘exemple de Vapplication des
formules précédentes, qu’on demande la racine carrée de 4 par
une fraétion continue..

Faisant & = {/" %, on aura Véquation 511 = 03 done
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(n°.52) E=11, E'= 31, ¢+ = o; ainsi on fera le caleul
suivant, en prenant B =33,
E = 11 e =0
33 — 33
E =J511 925, N <K—5—+—2= , ¢ =1.,83—0=3
E// — 555_—9_——8, " < Kg_%ﬂz , ” —1 8—-5=5
E” 55—8—25—4, ”’< ‘/5314-5_—_10, ¢ =10.1—5=5
EI7 — 55—'—25___8’ AV & _‘{_‘%j__ézl, ¢ —=1.8—=5=3
1
EV = 55;—9_5’ AV< -————‘/535_{_5:'1, ¥ :2.5——5:3.
Je w’arréte ici, parce que je vois que EZ = E' et & = ¢';
de sorte que j’aurai, dans ce cas, = 1ets== 4; et par con-
séquent
x =1 4 r 1
I+ 1
10 + — I
+oo
2 4 T+

10 4 &ec.

63. Telle est donc la fraction continue qui exprime la
yaleur de y/ 4+; mais si on veut trouver les fractions con-
vergentes vers cette valeur , on fera dans les formules du
n°. 6o, p =1,v=4%,elcommer doit étre < 4,0n fera succes-

sivement w =0, 1,2, 3.

On aura donc 2 = I = (form. A, n° 47) »" == 1,
.Z”_'=1=x;z“:c’=5,E"+'=E”;—_8;donn
ff=(n%60) % + 1 = Ll; on trouvera de méme L” = 1,

F* = 3. Ensuite on calculera les valeurs de H, H', &c. jus-
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qu’d H' = H’” par les formules (C) du n°. 48, et Von
trouvera

H =o0
" 1
H = H =10
H"= A#"H" + H = 11
HY = & H" + H' = 32.
DodH =32, =11,etde-laK' =22 4 11 =23,
Maintenant soit, 1°.# =0, enaura H" —o et H" "' =13

I

caril est facile de voir par la nature des formules (C) que le terme
qui précéderoit H seroit nécessairement = 1 : en effet, on doit
avoir par 'analogie H' = a** ' H + H™*; on prouveroitde méme
que le terme qui précéderoit 4 seroit = o; donc G* =EF+'=8.
2° Soit " =1,0onauraH" =1, H" ' =0; done
G” = ¢#+' = ¢ = b
3°, Soit # = 23 donc
H =10, " '=1, GC"=10"" +1.E* " =10+ E"=58.

4°. Soit # = 3, donc N

H =1, H"""=10, et G" = 11 7 + 10 E” =63.
Donc, substituant ces valeurs dans les expressions de 2 et L¢
dun® 6o, et multipliant ensemble , pour plus de simplicité, les

4
deux facteursf“:*:%—;——‘f_?, G" = H" ¢/ B, comme aussi les
‘ I LP‘/B x T .
deux F :EW, G"==H" ¢/ B, ce qui donne ces facteurs
simples
., FPHB L, IFrG”
67+ i(f"H +“f;7+—-)‘/37
»  LFA™B F* G~
P74 T = (PH + ) VOB,
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on aura les formules suivantes:

g (11 & V) (2544 B ~(11 = \/35)(23—qy/55)

2y 33
Lo B+ V3)(23+4y/83)~(53 — /33)(25—4y/33)"
2433
l;’n-{-n___(” +2 V/83)(a8+4y/83)'~ (11 —2 /353)(25—4\/33)
2y 53
Lot B+ V33)(3B+4V3)-(6 — /33)(25—4y/55)
B 2y 33
g s (12121y/38) (254 4y/ 38)— (121—21 y/ 5) (25— hy/ 53" '
- 2y 35
Livtr (63 +11V/83) (23+4y/38)"~(63 —11/33) (:3—4y/ 33"
T 2/ 33
2 iy (132-+23y/33) (234 44/33)"~ (1832—231/33) (23—4/33)"
- 24/ 33
Leri_ (89 +121/38) (234 4y/33)"~ (69 —12/53) (23—41/33)"
o 2/ 55
au moyen desquelles on pourra trouver la valeur de chacune

. l/ l// 1///
des fractions T T T &ec. convergentes vers la racine
p 1t :
de F.
Ainsi, faisant d’abord #z = 0, on aura les quatre premiéres
fractions ; faisant ensuite » = 1, on aura les quatre suivantes ,
et ainsi de suite ; et ces fractions seront

2 z1 28 b1 9o 91 1057 g
1y 1) 129 359 479 B0, 552 C.

-

?
Si on vouloit avoir, par exemple, le cinquantiéme terme de

o

cette série, c’est-a-dire la fraction — , il n’y auroit qu’a di-

LSo
viser bo par 4, ce qui donne 12 de quotient et 2 de reste; et
Yon feroit z = 12; de sorte qu’en développant la puissance

douziéme
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douziéme de 23 == 4 ¢/ 33, et faisant pour abréger

M={(23)"* 4 66 (33) (4)* (23)" + 495 (33)* (4)* (23)°
+ 938 (33)" (4)°(23)" + 495 (33)* (4)° (23)*
+ 66 (35)° (4)"° (28)" + (38)" (4)"»
N =12 (4) (23)" + 220(33) (4)’ (23)° + 792 (33)* (4)° (23)"
+792 (35)" (4 (25)° + 230 (85)4(4)" (s3)'+ 13 (33)°(4)" (a3)
on aura
(234 83)"=M=N ¢ 33;
donc , substituant cette valeur dans les expressions de Z¢"**
et L**** ) on aura, pour la fraction cherchée,
2M+ 11 N
M+ 6 N~

64. Je vais terminer cette remarque par une observation
qui me paroit digne d’attention. Lorsque Péquation proposée a
des diviseurs commensurables du premier degré, alors les frac-
tions continues qui représenteront les racines de ces diviseurs
seront nécessairement terminées ; et lorsque I’équation aura des
diviseurs commensurables du second degré & racines réelles,
alors les fractions continues qui exprimeront les racines de ces
diviseurs seront nécessairement périodiques. Ainsi la méthode
des fractions continues a non-seulement 'avantage de donner
toujours les valeurs rationnelles les plus approchantes qu’il est
possible de la racine cherchée, mais elle a encore celui de
donner tous les diviseurs commensurables du premier et du
second degré que Péquation proposée peut renfermer. Il seroit
4 souhaiter que on piit trouver aussi quelque caractére qui ptt
servir a faire reconnoitre les diviseurs commensurables du troi-
siéme, quatriéme , &c. degré, lorsqu’il y en a dans I'équation
proposée ; c’est du moins une recherche qui me paroit trés-
digne d’occuper les Géomeétres.
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REMARQUE IILI
Généralisation de la théorie des froctions continues.

65. Nous avons supposé dans le chapitre II que les nom-
bres p, ¢, r, &c. étoient les valeurs entiéres approchées des
racines x, ¥, z, &c. mais plus petites que ces racines, c’est-a-
dire que p, ¢, r, &c. étoient les nombres entiers immédiate-
ment plus petits que les valeurs de %, ¥, z, &c. cependant il
est clair que rien n’empécheroit qu’on ne prit pour p, g, r, &e.
les nombres entiers qui seroient immédiatement plus grands que
lesracinesx, 5, z, &c.

66. Imaginons donc qu’on prenne pour p le nombre entier,

qui est immédiatement plus grand que x, en sorte que p > x,
1

et p—1 < x,il est clair qu’il faudra faire dans ce casx = p— —
c’est-d-dire qu’il faudra prendre ¥ negatwement et comme x <p
et > p— 1,o0naura — > oet <1 ,etpar conséquent y > 1,

comme dans le cas oti 'on auroit pris p plus petit que & (n®. 18 ).
Ainsi on pourra prendre de nouveau pour g, le nombre entier
qui seroit immédiatement plus petit que y , ou celui qui

seroit immédiatement plus grand, et l’on fera dans le premier

1 1 ..
casy =g + —, et dans le second y = ¢ — = et ainsi de
- 4 £z

suite.
De cette maniére on auroit done
S —+ 1 L 1 z -+ 1
X = - — =+ - = —
- P y y Y q z’ Z
<& qui donneroit la fraction continue
1
—_ 1
4 -
S

~
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ouil est bon de remarquer que chacun des dénominateursg, r, &c.
qui sera suivi d’un signe — devra nécessairement étre = 2

S e 1
ou > 2; car, puisque y > 1, s on faity = ¢ — 2108

1 CoC 1 N
aurag'—->1, donc ¢ > 1 + —; donc, g devant étre un

nombre entier sera nécessairement == 2, ou >> 2; et ainsi des
autres.

67 . Fobserve maintenant que ces sortes de fractions qui
procédent ainsi par addition et par soustraction, peuvent tou-
jours facilement se changer en d’autres qui ne soient formées
que par la simple addition.

En effet , supposons en général

G — l =:A + i“

a, et A devant étre des nombres entiers, et £, T des nombres

plus grands que Vunité; on aura donc @ — A=> + donc,
1
pmsque - < 1, et < 1, —,fsera < 2 ; donc on ne pourrs
supposer que a — A = 1,ce qui donne A = o —1;0n
1 1 1 1
agra donc ¢ — ~==a — 1 + 5; donc = = 1 — —
t - tos T ¢’
t
etT=t———I =1+ 5 ;de sorte qu’on aura en général
a2 £
f 1 4 71

et cette formule servira pour faire disparoitre tous les signes —
dans une fraction continue quelconqae:
Soit, par exemple, la fraction
P I
) +

1 -
r-&ec.
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elle deviendra en faisant @ = p, ett =g + 1 &
r

1
p—=1 + -1__+ ! I+ 1
. . 4 r &e.
et si Pon avoit la fraction
p— .
r &e.
elle se changeroit d’abord en
1
PR
E r &e.
et ensuite en
1
P — 1 4 '1——}- ¢
g —2 + -I—+ 1
r — 1 &c.

et ainsi des autres fractions semblables. Il est bon de remarquer
qu’il peut arriver que dans ces sortes de transformations quelqu’un
des dénominateurs devienne nul, auquel cas la fraction de-
viendra plus simple,

" En effet , supposons que la fraction 4 réduire soit

— — T

1. -
+ r &c.
la transformée sera .
R

1
—_—1 4 — 1

4 1+ o - 1
r &e.
c’est-a-dire

L G
1+r&c°

De méme, si l'on avoit la fraction

p—1+

1
——— 1
P 2 -

r &ec.
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elle se réduiroit & celle-ci
1

1
o 4+ — 1
1
+r—-—1&c.
3 +l l
savoir p—1 —_
2
+r—1&c.

et ainsi du reste.

68. La formule que nous avons trouvée ci-dessus, et qu’on
peut mettre sous cette forme

1
a + 1+%=a+1—

t + 1
fait voir quune fraction coutinue dont tous les termes ont le
signe + peat quelquefois 3tre simplifiée en y introduisant des
signes —; c’est ce qui a lien lorsqu’il y a des dénominateurs
égaux a Punité ; car soit, par exemple, la fraction

elle pourra se réduire par la formule précedente & celle-ci
1

{ — ——
p+ r + 1 &e.

qui a, comme V'on voit, un terme de moins; donc, si 'on avoit

la fraction

elle se réduiroit a celle-ci

1
1 —— ——— 1 -
P s + s &e
et 51 Pon avoit celle-ci

1
P+ L
i
s &e.
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on la réduiroit d’abord & .

. 1
P+‘—:g11
) s &e,
et ensuite &
P + 1 - 51—'_ 1
s + 1 &e..

Dot il est facile de conclure en général que, si on a une
fraction continue qui n’ait que des signes + , et ot il y ait des
dénominateurs égaux & Vunité, on pourra toujours la changer
en une autre qui ait autant de termes de moins qu’il y aura de
pareils dénominateurs, pourvu qu’ils ne se suivent pas immédia-
tement; car, lorsqu’il y en aura deux de suite, on ne pourra
{aire disparoitre qu’un seul terme; lorsqu’il y en aura trois de
suite,, on pourra faire disparoitre deux termes; et en général,
silyenazn,ouzz 4 1 desuite, on ne pourra faire disparoitre
que n ou n - I termes. . )

Alinsi, la fraction continue qui exprime-le rapport de la cir-
conférence an diameétre étant ; comme P'on sait,

!
3 + -7—+ 1

15 + I 1
1 4 I
292 4 — 1
1 4+ — 1
1+ -——-*- T
l ——

2 + &ec,
elle peut se réduire d une autre qui ait déja trois termes de moins
et qui sera

1
54+ —

1
7+16—-: !

29f — 2— 1

— B F & -
69- Pour pouvoir comprendre sovis une méme forme générale
les fractions continues oi les sigmes sont tous positifs, et celles
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ou il y a des signes négatifs, il est bon de transformer ces der-
niéres, en sorte que les signes négatifs n’affectent que les déno-
minateurs; ce qui est trés-facile; car ayant, par exemple, la

" fraction

1
P 7 +

1

r —

s + &e.
il est clair qu’elle peut d’abord se changer en

1
+ =
P+ =

I
T+ &e

I o—

ensuite en celle-ci

1
—— 1
PR S
: s + &e.
et ainsi des autres.
De cette maniére, la forme générale des fractions continues

dont nous venons de parler ci-dessus, sera

P+ —l—:}_ ! )
7 r + &ec.

les nombres p, ¢, 7, &c. étant tous entiers, mais pouvant tre
positifs ou négatifs, au lieu que jusqu’ici nous les avions tou=

jours supposés positifs, , oo
11 faut cependant remarquer que, si quelqu’un des dénomi+
nateurs ¢, r, &c. se trouve égal & l'unité prise pos»it’r:femen:t
ou négativement , alors le dénominateur suivant devra étre fle
méme signe ; c’est ce qui suit de ce qu’un dém‘)minateur'pomxf,v
et ¢égal & Punité, ne sauroit jamais étre suivi du signe —

(n°, 66).

70. Il Sensuit de-1a que la méthode d’approximation donnée
dans le chapitre 1Il, peut &tre généralisée en cette sorte,
. Soit = la racine cherchée, on prendra d'abord pour p la

~ -
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valeur entiére approchée de x, c’est-a-dire qu’on fera p égal a
Pun des deux nombres cntiers éntre lesquels tombe la vraie
valeur de x, et qu’on peut toujours trouver par la méthode

. . 1 .
du chapitre I*"; Pon supposera ensuite ¥ = p + —, ce qui
y

donnera une transformée en y qui aura nécessairement une racine
positive ou négative plus grande que P'unité; on prendra de
méme pour ¢ la valeur entiére approchée de y , soit plus grande

. 1 .. .
ou plus petite que y, et Pon feray =g¢ + s etainsi de suite.

Si Péquation en « avoit plusieurs racines, on feroit sur les
transformées en y , en z,, &c. desremarques analogues & celles du
n° 19.

Ayant donc
1 1 T
~:P+.;’ _y.—:g-}--z—, z=r+;&c.
on aura
x=p + —
7 + 73 r+ &ec,

onles dénominateurs ¢, 7, &c. pourront étre positifs ou négatifs,
comme nous Pavons supposé ci-dessus; et cette fraction pourra
ensuite se réduire, si Pon veat, & une autre dont les dénomi-
nateurs soient tous positifs, et qui ne contienne que des signes +
(n°. 67).

L’avantage de la méthode que nous proposons ici consiste en
ce qu’on est libre de prendre pour les nombres p, ¢, 7, &e. les
nombres entiers qui sont immédiatement plus grands ou plus
petits que les racines x, ¥ , z , &c. ce qui pourra souvent donner
lieu & des abrégés de calcul dont nous parlerons plus bas.

Au reste, si on veut avoir d’abord la fraction continue la

plus courte, et par conséquent la plus convergente qu il soit
possible,
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possible,, il faudra prendre toujours les nombres p, ¢, r, &ec.
plus petits que les racines x, 5, z, &c. tant que ces nombres
seront différens de Punité ; mais, dés que 'on en trouvera un
égalal’unité, alors il faudra augmenter le précédent d’une unité,
c’est-3-dire qu’on le prendra plus grand que la racine correspon-
dante; cela suit évidemment de ce que nous avons démontré sur
ce sujet (n°. 68 ).

71. Maintenant , si on fait comme dans le n°, 23

d:p a’:l

g=aqg + 1 g =d1 »
y=R8r+ 2 Y =8 r+
=95+ 8 M= s + &

&e. &ec.

on aura, en ajoutant au commencement la fraction 2 qui est plus
grande que toute quantité donnée , les fractions

1 o B ¥ &

! 2 zf ’ :7 9 ) &e.
lesquelles seront nécessairement convergentes vers la valeur
de x.

Et pour pouvoir juger de la nature de ces fractions » mous
remarquerons ,
- 1° Que Von aura tounjours

40 — 1 a = —1
B o — af =1
7B —ByY =—1
£y — gy d =1
&e.

d’oi1l’on voit que les nombres «, o', 8, 8’, &c. n’auront aucun di-
. , . @
viseur commun, et que par conséquent les {ractions o -57, &e.

seront déja réduites & leurs moindres termes. .

) 2°, Que les nombres «, 8, 7, &c. et o/, 8,9, &e. pourront

étre positifs ou négatifs ; lorsque la valeur de & est positive, les
M
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deux termes de chaque fraction seront de méme signe , maisils
seront de signes différens lorsque la valeur de « sera négative ;
et quabstraction faite de leurs signes, ces nombres iront en
augmentant.

1 1
70, Queyonaura,écausedex:p +;,y =g +;, &e.

x=2r 2

.y

Bz 4+ e

r =

B'z""‘“’

- _yu+ B

- x'_'/u-i-ﬁ’
&e.

72+ Donc, en général, si =, ¢, 7, sont trois termes consé-
cutifs quelconques delasériea, 8,9, &c. etw',¢', o’ lestermes
correspondans de la série @, 8,7, &c. en sorte que ;7:7, :;/, _:T
soient trois fractions consécutives convergentes vers la valeur
de x, on aura
e —me ==k 1, etoe —pd =1,
les signes supérieurs étant pour le cas ol le quantiéme de la

fraction —{— est impair , et les inférieurs pour celui oit ce quan-
¢

tiéme est pair , & compter d?puisrla‘premiére fraction & ; de
plus, on aura ( abstraction falt'e des s'lgnes) , ’
> Ty T > 0y >, etd >3
enfin, si on dénote par ¢ le terme correspondant dans la
série x, 5 , &, &c. on aurd rigoureusement
’ et 4+
) x = m.
Etsi # est la valeur entiére approchée de £, soit plus grande ou

1 i t ra :
plus peute que 7, oq aun B4
c = ¢ k 4+ W, ¢ = :
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s . e
75. Cela posé, considérons la fraction —, etvoyonsde coms
¢

bien elle différe de la vraie valeur de x ; pour cela, nous aurons

e __et+m ¢ ¢ m—p 1
¢ f/t+7’1 f(_f/ (f’t—*—'ﬂ")—‘q:f, (f't+7rl),

donc = !
- fl_’—fl (f’t-«{-w')'

Ainsi Perreur sera == 7 5or,sifdeté + 1sontles

1

et
deux nombres entiers entre lesquels tombe la vraie valeur de £,
il est clair que la quantité ¢'¢ + »' tombera entre ces deux¢’ 847,

. . . . ®
ete (8 4 1) + #', et qwainsi Perreur de la fraction v seraren-

fermée entre ces deux limites
1 1
Frair )y TTrE O+ + )
Or, on peut prendre # = 8, ou & =0 + 15 de sorte que 'on
aurac = ¢ 8 4+ 7, ou=¢ (8 4+ 1) + 7’3 d’ot je conclus
que si, pour distinguer les deux cas, on nomme ¢’ le dénomina-

teur de la fraction qui suit %, lorsqu’on prend la valeur appro-

chée de # en défaut , et =’ le dénominatenr de la méme fraction,
lorsqu’on prend la valeur approchée de £ en excés, I'erreur de

.8 . . .
Ja fraction 7 sera nécessairement renfermée entre ces deux

limites == —— et o -
& 7 ¢ 3
Dol Pon voit que Verreur ira toujours en diminnant
d’une fraction & Pautre, 4 cause que les dénominateurs ¢, o

ou =’, &c, vont nécessairement en augmentant, On voit aussi,

dcanse de ¢’ > ¢’ et ¥ > ¢', que erreur sera toujours moindre
M2
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que == ;f;; c’est-a-dire que Perreur de chaque fraction sera
moindre que Yunité divisée par le carré du dénominateur de

cette fraction. D’ou il est facile de conclure que la fraction j}

approchera plus de Ia valeur de x, que ne pourroit faire aucune
autre fraction quelconque qui seroit congue en termes plus

. . m
simples ; car supposons que la fraction — approche plus de «
. ¢ . '
que la fraction —-, 7 étant < ¢, comme la valeur de «x est
¢
e

¢ ] 1 ¢ LI .
contenue entre —- et —- + — ou entre — et — — — , il fau-
¢ ¢ ] ¢ ¢ ¢

dra que la valeur de — soit contenue aussi entre ces limites;
7

I .
-~ 3 mais cette

- ¢ m R
donc la différence entre — et — devra étre <C
¢ n ¢

7
. ne—mg¢ i .
différence est ———y dont 1o mummérateur ne peut jamais
en
&tre moindre que Punité, et dont le dénominateur sera néces-
sairement plus grand que ¢'*, & cause de ¢’ > 73 donc, &c.

74. On doit remarquer, au reste, que si les dénominateurs
', 85 7, &c. sont tous de méme signe ou de signes alternatifs,
les erreurs seront alternativement positives et négatives ; de

. e B ¥ & 1 .

sorte que les fractions —, 7y e seront alternativement
plus petites et plus grandes que la véritable valeur de #, comme
nous Yavons dit dans le n° 23; mais cela cessera d’avoir lieu
lorsque les nombres 2, 8, % 5 &ec. ne seront pas deux 4 deux de
méme signe ou de signes différens; c’est ce qui arrivera néces-
sairement lorsque, parmi les dénominateurs ¢, 7, s, &c. de la
fraction continue, il y'en aura de positifs et de négatifs, c’est-
A-dire lorsqu’on prendra les valeurs approchées de x, 7, 2 , &e.
tantdt plus grandes, tantdt plus petites que les véritables.
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Foow . . a By o
79+ 8i, au lien des fractions convergentes -7, PR &ec.on

aimoit mieux avoir une suite de termes décroissans , on remar-

. B « Bod—ap 1 .
queroit que _y — 7 = T g = O g et de méme
y B ___ 1L _r._
7-—'5—,‘-——- ﬁ‘ 'y/’ J\I '}” 7( J\/,
et ainsi de suite; d’ol Von tire, & cause de o' =1,
B 1
ramary
¥ 1 1
F =k s
¥ o f By
B 1 1 I
F_¢+u(ﬁ1_ﬁ’71+7/J\l

et en général

1 1. b . t
—f—,:&-}- —_—— ,—&C.i;l——,.
¢ ¥ ¥ §

L 1 1 :
‘Ainsi on aura pour lavaleur de xlasérie « - TET Ty 4 &e,
laquelle en approchera d’autant plus qu'elle sera poussée plus
loin ; et siaprés avoir continué cette série jusqu’a unterme quel-

1 . . i,
conque == ———, on veut savoir de combien elle différe encore
7 ¢

. r 9 B -
de la véritable valeur de x, on sera assuré que Perreur se trou
1

o tead 1 2Y.
vera entre ces deux limites == rara et o= 7 z,(n°. 73); desorte

1
qu’elle sera nécessairement moindre que 7

76. 1l est 4 remarquer que chaque terme de la série

1 1 _
e —— + &
“+~’B’ g
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ok
répond & chaque terme de la fraction continue
1
P 5L
7% 3 + &e.

dou elle dérive; de sorte que la série dont nous parlons sera
plus ou moins convergente, suivant que cette fraction le sera.
Or nous avons donné plus haut (n°. 68) le moyen de rendre une
fraction continue la plus convergente quil est possible ; donc
on pourra avoir aussi la suite la plus convergente qu’il soit
possible.

Ainsi, pour avoir une suite qui soit la plus convergente de
toutes vers le rapport de la circonférence au diamétre , on
prendra la fraction continue qui exprime ce rapport; et apres
Pavoir simplifite comme nous I'avons fait (n°. 68) on la mettra

. sous la forme suivante

34 - 1

7+ -,——'-——--—.l
. ‘@..,’*'...994 +-5-—+

1
=% + &c.
de sorte quonadrap =3, ¢ =7, 7= 16, s = == 204 &c,
donc on trouvera (0% 71)
=1, B =7, ¥ =716+ 1=
& = 1153 X — 294 + 73—55915,
= a— 33a1b X 3 4+ 113 = — 99552,
¢ = — ggh3z X — 3 — 33215 = 265371 &c.

de sorte que la série cherchée sera

1 1 1 — —_— _ &ec.
4 5 =T anmas | Smbgdh 99552.265571

DES EQUATIONS NUMERIQUES. 95
REMARQUE IV.

Oi on propose différens mayens pour simplifier le calcul des
fractions continues.

r r r . T
777+ Nous avons trouvé en général (n°. 72) que si ;- et i

fI

sont deux fractions consécutives convergentes vers la valeur
et4 . .

dex, on aurax = et done, sion substilue cette expres-

sion de & dans Péquation en x dont on cherche Ja racine, on
aura une transformée en #, qui sera nécessairement la méme
que celle quon auroit eue par les substitutions successives

de p +J—télaplacedex,deq+i a la place de y , &c. et

- . . [ »
pour avoir la fraction suivante —, il faudra trouver la valeur
L

entiére approchée de £, laquelle étant nommée £, on aura
c=Fkg¢ 4+ 7, d =k + 7.
De cette manitre , connoissant les deux premiéres fractions

« B P
— et 7 qui sont toujours g, et (n° 1), on pourra trou-

’
-2

ver successivement toutes les autres, & laide de la seule
équation en . '

7 8. Aureste, soit qu’on emploie les substitutions successives
1 .
dep+&laplacedes,deg + ;‘; & la place dey, &c. soitqu’on

) , et + 7T,
fasse usage de la substitution générale de f—-—»——», r - & la place

+ 7
de x, la difficult¢ se réduira toujours & trouver dans chaque
équation transformée, la valeur entiére approchée de la racine
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positive ou négative , mais toujours plus grande que P'unité que
cette équation contiendra négessairement (n° 70). Or, si la
premiére valeur approchée p ne convient qu’a une seule racine,
alors toutes les équations transformées eny , en z, &c. n’auront
chacune qu'une seule racine plus grande que l'unité; de sorte
qu’on pourra trouver les valeurs enticres approchées de ces
racines par la simple substitution des nombres naturels (n°. 19).
Mais si le méme nombre appartient & plusiears racines, les
transformées auront nécessairement plusieurs racines plus
grandes que P'unité, soit positives on négatives , jusqu’a ce que
Ton arrive & une de ces transformées qui n’ait plus qu'une
pareille racine ; car alors toutes les suivantes n’en auront plus
qu’une seule de cette qualité, comme nous Pavons démontré
dans le numéro cité.

Avant d’étre parvenu i cette transformée, il arrivera

souvent que la simple substitution des nombres naturels ne
suffira pas pour faire trouver les valeurs entiéres approchées
dont on aura besoin , parce que Péquation aura des racines qui
differeront entr’elles par des quantités moindres que l'unité.
Dans ce cas donc, il semble qu'il faudroit avoir recours & la
méthode générale que mous avons donnée dans le chapitre I*';
mais, ayant déja employé cette méthode pour trouver les
premiéres valeurs. approchées des racines x de Péquation pri-
mitive , on pourra se dispenser de faire un nouveau calcul
4 chaque équation transformée ; c’est ce qu’il est bon de
développer.

7 9. En faisant usage de la méthode dont nous parlons, on
trouvera d’abord les limites entre lesquelles chaque racine réelle
de Péquation proposée sera renfermée, en sorte qu’entré deux
limites trouvées , il n’y ait qu’une seule racine (n° 13).

Soient A et A les limites de la racine cherchée; Pexpres-
el 4 o —

- nne £ = : donc la valeur de £ sera
r’t+w’d°n, Py

sion & =

renfermée
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. LD S iy —
renfermée entre les limites —, -
g— ¢ A g —gA
derniéres limites différent 'une de 'autre moins que de P'unité
on aura sur-le-champ la valeur entiére approchée de ¢; mais
si elles différent 'une de autre d’une quantité égale ou plus
grande que P'unité, alors ce sera une marque que la racine
cherchée ¢ différera des autres racines de I’équation transfoi-
mée en ¢ par des quantités égales ou plus grandes que 'unité;
de sorte 'qu’on sera siir de poyvoir trouver la valeur entiére
approchée de cette racine, par la simple substitution des nombres
naturels 4 Ia place de £; et la méme chose aura lieu 4 plus forte
raison dans les transformées suivantes,

; done, si ces

8 i — . - .
0. La formule # = ——— peut étre aussi trés-utile pour
: s — ¢ x

réduire en fraction continue toute quantité ¥ qui sera renfer-
mée entre des limites données, au moins pour trouver les
termes de cette fraction qui pourront étre donnés par ces
limites; car nommant , comme ci-dessus, A et A les deux limites
/ ’

i - T et T A - T pour celles de ¢; de sorte
¢ — & » ¢ — P A

que , tant que la différence entre ces derniéres limites ne sera
pas plus grande que P’unité, on pourra trouver exactement la

de x, on aura

°

valeur entiére de ¢ : ainsi, prenant ; etI% (p étant la valeur

entiére approchée de x) pour les deux premiéres fractions, on
pourra pousser Ja suite des fractions convergentes, et par con-
séquent la fraction continue jusqu’a ce que les limites dont
nous parlons différent entr’elles d’une quantité plus grande que
Punité ; alors il faudra s’arréter , parce que les limites données
A et A ne comporteront pas une plus grande exactitude dans la
valeur de x.

Par ce moyen, on n’aura jamais & craindre de se tromper
en poussant la fraction continue plus loin qu’on ne doit, comme

’ N
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cela arriveroit facilement si, pour avoir cette fraction, on se
contentoit de prendre un des nombres » ou A, et d’y pratiquer
la méme opération dont on se sert pour trouver la plus grande
commune mesure , conformément i la maniére usitée de réduire
les fractions ordinaires en fractions continues.

Pour pouvoir employer cette méthode en toute sireté, il
faudroit faire la méme opération sur les deux nombres » et A,
et n’admettre ensuite que la partie de la fraction continue qui
proviendroit également des deux opérations ; mais la méthode
précédente paroit plus commode et plus simple,

81. Voyons maintenant d’autres moyens pour simplifier
encore la recherche des valeurs entiéres approchées dans les
différentes équations transformées. Soit

P— a4 b8 — & =0
une quelconque de ces équations, dans laquelle il sagit de
rouver la valeur entiére approchée de ¢, que nous désignerons
en genéral par &; cette équation étant dérivée de ’équation
proposée en &, sera du méme degré que celle-ci, et aura par
conséquent le méme nombre de racines que nous supposons
égal & n. .

v
’ T E —
Or nous avons trouvé en général (n°. t="""7 ce
g 79 P
T ¢ T
£ — — . -
1 - o' g ' fl a
ui se réduitat=— X ::——><<____._l>.
1 ¢ ¢ ¢ ¢ ?
7 i
Wl =, e érienr é 1
mais ? - = ;,——;_,, e signe supérieur ctant pour le cas

. .y . P . e
ot le quantiéme de la fraction - est pair, et Uinférienr pour

elui ou ce quantiéme est impair; donc on aura
. a .

t= e —

YOS «
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Donc , si on dénote par & la racine cherchée, et para',a”, &c.
les autres racines de équation en %, qui sont au nombre de 7,
et qu'on dénote de méme par ¢, ¢, ¢, &¢. les valeurs corres-
pondantes de #, on aura

1 ax
i = _—
o (P P
T
'——4—__,_’____._:’.
P ¢
Pla»(;_x!/)
’
t”~—:h_____,l___._~___w_
;
r”(P—,——x”) ¢ ,
P
&e.
Mais on a, comme Von sait, a = ¢ + ¢ + ¢ + &c. done

substituant les valeurs de ¢, ¢, &c. que nous venons de trou-
ver, et qui sont au nombre de 7 — 1, on aura

(n——x}w’

a =1t —

I 1 1 1
—_i—;,—,( + + + &)

o |©

1

, P
Or rous avons trouvé (n° 73) == x == , ou
Pl

L
Pt )
. . p 1 .
bienen faisant ¢ ¢ + 7 =4¢, 5 =% FE I-,;,oul on remar:
F. A
quera que ¢ £ + =’ étant renfermé entre les limites ¢’ et =, Qi
sont Pune et Vautre plus grandes que ¢, la guantiie 4 sera
nécessairement plus grande que l'mnité. Donc , faisant cette
substitution dans la formule précédente, on aura
. ( no— l) o

t=a+—————e—,"‘—’"
= ! ’__—-———-———"“"—[ l+&c.)
3 1 ra — " —_—
I’(x-—-x):i::r ¢ (% x)ﬁ:\l-
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Mais les quantités &' — &', » — ", &ec. sont données, et la
quantité ¢’ va toujours en augmentant; donc, puisque la frac-

. I . . e .
tion T est toujours moindre que l'unité , il est clair que cha-
cune des quantités
I 1 -
, &e.
1 1
(e —a') == — P (r — a") = —

7 1

jra nécessairement en diminuant, et que par conséquent la

somme de ces quantités, qui sont au nombre de n — 1, ira
en diminuant aussi; de sorte qu'elle deviendra nécessairement
moindre que %,

Donc on parviendra nécessairement 4 une équation transfor-

. . . L, , (n—1)~
mée telle, que sa racine ¢ sera, & ; prés, égaled a + —
(a étant le coefficient du second terme pris négativement ),
Cest-a-dire que cette racine sera contenue entre les limites

a+ (n—-p’l) L +ileta + (n—-le) a —:,

et Ia méme chose aura lieu & plus forte raison \ pour toutes les
transformées suivantes.

Donc, dés qu’on sera parvenu & une pareille transformée , il
v’y aura qu’a prendre le nombre enucr qui approchera le plus

L, (n— 1)~
de la quantité @ + ————— ¢ ’est-a-dire celui qui sera

P
contenu entre les mémes limites
7 o—-—1 i . (n —_ ) " i
¢+£——P,—)—_+retﬂ+'—-—}’—,————_7,

et ce nombre sera nécessairement un des deux consécutifs,
entre lesquels se trouvera la vraie' valeur de ¢, de sorte qu 11
paurra étre pris en foute streté pour la valeur approchée £
(m® 77). Ainsi on pourra continuer I’approximation aussi. loin
qw’on voudra sans le moindre tdlonuement.
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8a. Puisque a =t + ¢/ + ', &c. en substituant les valeurs
de ¢, 4, &c. (n°. 81) on aura
1 1 1 1 na

a:i,—n -+ + T +&C. _ T
FiNe r A ¢

Or soit -
" — A" L Ba"m? — &e. = o0

Péquation proposée ; qu'on fasse le premier nombre de celte
équation égal a X , et il est facile de voir, par la théorie des

A Lo dX P,
équatiens , que la quantité Xda deviendra, en y mettant ~ala
Xdw ¢

place de x, aprés la differentiation,
1 1 1

+ - + + &e.
— — L 4 f_ —_— x/[ -
¢ 3 ¢
a cause que x, ', &7, &c, sont les différentes racines de
, . d X na
I’équation X = o, Donc on aura @ = == - ——— — —--;—, et
PrXdax P
, ., (n—1)~ .
par conséquent la quantité @ + ~—————— deviendra
P
d X =’
Ty Xda I

Donc’, si on fait
R_n}:"_’—(n——r)AF"" ¢+ (n—2)B 7 — &e.

Pn___APn—IP +B n—3 /"-—-&C. .
., . =R —7
Ta quantité dont il s’agit sera

. ; par conséquent les

limites dont nous avons parlé dans e numéro précédent seront
= R — + . =R —

¢ =’ ¢ o

Ainsi on pourra trouver ces s limites indépendamment de ’équa-

tion transformée en t, et parle seul moyen de 'équation pro-
posée en x'; ce qui pourra servir & abréger le calcul,

o=
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83. 1l reste maintenant & voir comment on pourra reconnoitre
si la racine £ est renfermée entre les limites dont il s’agit ; or
cela est facile dés qu’on connoit les deux nombres entiers consé-
cutifs 8, 8 4+ 1, entre lesquels se trouve cette racine ; car, soit
A 4 ;eta — Jles deux limites données, il est clair que , pour
que ¢ se trouve entre ces deux limites, il fandra que » tombe
entre les mémes nombres 8,6 + 1, et méme plus prés de celui
de ces deux nombres, dont ¢ approchera davantage. On exami-
nera donc, 1°. si A tombe entre 8 et 8 -+ 1; 2° cela étant, on
prendra celui de ces deux nombres dont A approche davantage
pour la valeur approchée de £, que nous nommerons £, et fai-

. 1 . . .
sant £ = & + —, on verra si ’équation transformée en w a une
w

racine positive ou négative plus grande que 2 ; si cette seconde
condition a lieu, on sera assuré que la racine £ tombera réelle~
:

ment entre les limites A 4+ + et A — ; et on pourra poursuivre
le calcul, comme nous ’avons dit dans le n°. 81,

7 . . .
84. On pourroit ¢’y prendre encore de la maniére suivante,
pour s’assurer sila racine ¢ tombe entre les limites A + feta —2

2 21

1l est facile de voir par le n°. 81 que la difficulté se réduit

L. er 1 1 ..
4 savoir si la somme des quantités P —— &ec. divi-

"4 7
STTE SR

P P
sée par ¢'*, est moindre que 33 ainsi il ne s’agira que de trouver

une quantité qui soit plus grande que cette somme, et de voir
Uy

- . ¢
ensuite si cette quantité est moindre que e
Or, soient #, &', a”, &c. les racines réelles de I'équation
proposée , que nous supposerons au nombre de #, et -
E+ Ly —1, E—+V —1,
. F+dy —1, £—4y—1 &

les racines imaginaires que pous supposerons ap nombre de 2 v,

DES EQUATIONS NUMERIQUES. 103

N

en sorte que # 4+ 2 v = n; comme la fraction — différe de la
. 1 f .

racine & d'une quantité moindre que 7 (n° 73), il est clair

que si A est une quantité égale ou moindre que la plus petite

des différences entre les racines réelles de la méme équation ,

s T 1
chacune des quantités réelles s &ec. sera
S
¢ H
nécessairement moindre que » et par conséquent la
a £ —
’
somme de ces quantités, qui sont au nombre de # — 1, sera
“ -1
moindre que L
1
A == —
¢
Considérons ensuite les quantités imaginaires, lesquelles se-
ront deux & deux de la forme =~ .
1 1

S—E—dy = fr—s+¢/—1

ey

(':T""f)'f'“lr”_

de sbrte quon aura r quantités de la forme

s

quantité — sera toujours moindre “que —i&; e
(G—or+v

or je remarque que, quels que soient les nombres -, ¢ et £, 4

: ' R Sy e
effet; si on considére la quantité ;;—ﬁ, et qu'on fasse, ce
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qui est toujours possible , y == tang. ¢, elie deviendra
2 8m ¢ Cos ¢ si2 @
4 T4
or la plus grande valeur de sin 2 ¢ est I’unité ; donc, &e.
Donc, si on dénote par I une quantité égale ou moindre

) o Y .
que la petite des quantites 4, 4, &ec. la quantité o7 sera né-

cessairement plus grande que la somme des quantités imagi-
naires dont nous parlons.

. e b= 1 v
Donc , en général , la quantité — + g semd plus
A = —
¢
grande que la somme de toutes les quanti'tés
I
! R &e.
¢
_{I_ I = — x’
$ 4
Donc , sil’on a
— T - v
£ = ou < 7§,

. ¢t Aa—1 ?Tﬁ

A et TI étant prises positivement, on sera sir que la racine £
tombera entre les limites proposées. )
Or, pour avoir les nombres A' et 1T, lorsqu"on’ ne conuo’x‘t
pas d’avance les racines de ’équation proposée , il n’y aura qu’d
chercher dans équation des différences (D) du.n”. 8 lfl hrfnte i
des racines positives , et la limite — & des racines négatives,

1
et on pourra prendre pour 4 un nombre quelconque = ou < 71 ,

2 o« g s
= ; uit évi-
et pour Il un nombre quelconque = ou < vk celas

, , s el
demment de ce que nous avons démontré dans Pendroit cite.

i R <t \dition requise
85. SiTon avoit g + 4 < &, alorsla conditionreq

4 3
auroit Gien dés le commencement de la série; de sorte quon
pourrolt
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pourroit approcher de la valeur de » sans aucun titonnement ;
voici le procédé du calcul.

Ayant trouvé la premiére valeur entiére approchée de =,
qu’on pourra prendre plus petite ou plus grande que x & vo-
lonté ; et nommant cette valeur p, on aura les deux premiéres
fractions ~ , L

0’1

On fera donc,1®.7=1,7 = o0,¢=p, ¢ =1, et substi-

tuant ces valeurs dans Pexpression de R (n°. 82), on prendra

. . —R—7'
le nombre entier qui approchera le plus de ———, clest-
¢

d-dire de — R/, lequel étant nommé %, on aura la frac-
. ke +x  Ep+1
tion Py 7 )

2°. Onferar = p, 7" =1,¢ =k p + 1, ¢ = F, et substi-
tuant dans R, on prendra le nombre entier qui approchera le
R—~

o R—1 ,
plus de 7 c’est-3-dire de—T, et ce nombre étant

. ¥ 'k
nommé £, on aura la fraction = + T:k ( /P+ )+p
¢ 4 Ek 4+

3°, Onferam =kp+1, @ =%k, e =% (kp+1) + p,
¢'=4%k + 1, et on prendra la valeur entié¢re la plus appro-

, — R —a —R—¥ ) L
chée de 7 ou —— , laquelle étant nommée £’
¥
7
. T . s . .
on aura la fraction ~—,,—§,—i—- = &ec. et ainsi de suite.
E' o o

De cette maniére, la valeur de & sera exprimée par la frac~
tion continue

P X

F o+ ¥ &e.

ou par les fractions convergentes
lB Ep +1 k’(l‘P’i“)'{‘P&o
o’ 1? % ? k4 )
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86. Sivonn’apas d’abord + — < 1, il 0’y avwra

qua chercher la fraction continue par Ia méthode ordinaire,
jusqu’a ce que 'on arrive & une fraction dont le dénominateur ¢’
soit tel que Von ait '7":'_'—]— + %
ftA—1 e* 10
que 'on vienne & une transformée qui soit dans le cas dun®. 83;
alors on pourra poursuivre le calcul par la méthode précédente.
Au reste , comme en augmentant toutes les racines d’une
équation dans une raison quelconque , on augmente aussi dans
la méme raison les différences entre ces racines , il est clair que

< %, on bien jusqu’a ce

si, dans ’équation proposée , on metf 4 la place de x, ce qut

en augmentera les racines en raison de 1 : f,les nombres a et Tt
qui conviendront & la nouvelle égpation , en seront augmentés
dans la méme raison , et par conséquent deviendront fa et 1T
donc on pourra faxre en sorte que la condition du n°. 85 smt
vérifiée , en donnant & fune valeur telle que
p—1 v
fa — 1 * fﬁ
Alors on pourra todjours se servir de la méthode du numéro
¢ité pour approcher sans titonnement de la valeur cherchée
de x; il faudra seulement diviser ensuite cette valeur par f
pour avoir la véritable racine de I'équation proposée : il est
vrai que , de cette maniére , on n'aura plus cette racine expri-
mée par une simple fraction continue; mais on pourra néanmoins
en approcher aussi prés qu’on voudra ; ce qui suffit pour l’usag_e
ordinaire.

= ou < &’

87 7+ Soit Iéquation propoaee
st — A = o
en sorte que on &emande la racine nt™° du nombre A.
Seit, 1% 7 pzur et = 2 my l’equauon aura comime Pon
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n »
sait , deux racines réelles + / Aet— v/ A,etn—2racines '
imaginaires qui seront exprimées ainsi

sc se n
cos — == sin — /) — I) A
( n n ‘/ ‘/
¢ étant la circonférence ou ’angle de 360°, et s étant succes~

sivement = 1, 2’, 3, &c. jusqu’a m — 1; donc on aura dans
ce cas (n° 84) ¢ = 2,v =m — 1, et on pourra prendre

n . c__=» . . ¢
a=2y A, 0 :.—-sm]—lx'\/A,acause que sin ’—zestleplus

. . sc - Lo
petit de tous les sin —; donc la condition du n°, 85 aura lieu si
n

1 . mn —— 1
- + - —— = on < 33
2y A—1 sin - 4+ ¢/ A
n
donc elle aura lieu sirement toutes les fois que 'on aura

A—-ou>(

n

. 560)
sm

Soit, 2° nimpairet =2 m + 1, l’équation n’aura qu’une
n
seule racine réelle ¢/ A, et elle en aura 2 /- imaginaires de la
forme

sc . sc¢ »
(cos——:!:sm— V — 1) v A
n n 5
en faisant successivement s = 1, 2, &c. jusqu’a m; donc on aura
. ) . . . se
dans ce cas p = 1, v = m, et comme le plus petit des sin —
.. mec ', -, 180° :
est sin — = (acauseden=2m + 1)sin —, > °onpourra

. 180°
prendre I = sin

n o ..
x v/ Aj de sorte que la condition du
numéro cité aura lieu ici, si

m

sin —«8 |/A
02
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c’est-a-dire si on a

_Ou><n—lbo!)'

sin

Donc, lorsque le nombre A ne sera pas au-dessous des limites
que nous venons de trouver , on pourra toujours, en faisant
usage de la méthode du n°. 85, trouver directement et sans
titonnement la racine n*™ de ce nombre ; et ¢’il est plus petit
que ces limites, on pourra toujours le rendre plus grand en le
multipliant par un nombre quelconque qui soit une puissance
exacte du méme exposant z; en sorte qu’aprés avoir trouvé la
racine de ce nombre composé, il o’y aura plas qu’a la diviser
par celle de son multiplicateur pour avoir la racine cherchée
de A,

Au reste, il est bon de remarquer que la valeur de R du
n°. 81 sera, pour I'équation 2 — A = o,

n

gt — A"

R =

88. Puisque le cas de # = 2 peut se résoudre par la méthode
de la Remarque 1L, nous en ferons abstraction ici; soit donc

. 36o°
1°% n = 4, on aura sin = 1 ; done
A = ou > 4%
. 360° v 3
2°. » = 6, on aura sin e = ‘/2 -3 donc

A = ou > 3°.4%
36 -
K ; == —?%; donec

A = ou > 32'.4°,

et ainsi de suite:
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De méme, si on fait

. 360° 3
1°. 7 = 3, on aura sin = 4 5 donc
3 2
43
A = ou —
> 53
. 360° .
2°. n = 5, on aura sin —— = 72°; et faisant le calcul

par les logarithmes , on trouvera
A = ou > 1315,

et ainsi de suite.

89 Supposons , par exemple , qu ’on demande la racine

cubique de 17; puisque 17 est > ‘/ ,acause de.’a"/5>4,

on pourra employer d’abord la methode du n°. 85. On aura donc
ici,dcausede z =3 et A =17 (n°87),
3 ¢
==
Or le nombre entier le plus proche de / 17, est 2 on 55 de

sorte qu’on pourra faire 4 volonté p == 2, oup =
Faisons p = 2 , et les deux premiéres fractions seront 3,

2.,
’7I

donc,
]0.7r=1, 7':0, e = 2, g’:x,donc
R — Bb ..
8_17 3
. ~—R—=7
et le nombre entier qui approche le plus de 7 =3

. Ep 41
sera 1; donc £ = 1, cé qni donne la fraction y?

-l

— 3.9

2° W = 2, vr’:x, e =13, ¢ =1, donc R = 2

R — o o ,

et 7 = I ; le nombre entier qui approche le plus de 22
3

¢+
= ction ———— =
étant 2, on fera®’ = 2, ce qui donnera la fraction T

wleo
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3. =25, @ =1, ¢ =8, ¢ = 3; donc
5.8¢% — R —
—_ — 192 — 45 .
R=g = o st~y = — i
le nombre entier quiapprocherale plus de cette fraction sera— 2;
)
. K47 —1
donc #” = — 2, et la fraction .~ sera .
: £ —5
4% 7 =8, o =3, ¢=—13, ¢ =—5;
&e.
. 3
De cette maniére, on aura les fractions convergentes vers / 17
1 2 3 8 —13
-y -y - —  &c.

o’ ¥ 1’ 3 —5
ot la fraction continue sera

! 1
2+1+

1
— 2 4 &ec.

0

+

NOTES

L &5 Mémoires précédens ayant été composés il y a trente ans,
je n’ai pu les laisser réimprimer sans y ajouter quelques Notes;
les unes contiennent des supplémens & différens endroits de ces
Mémoires ; les autres roulent sur les principaux points de la
théorie générale des équations, et présentent ce qu’il y a de plus
intéressant et de plus profond dans cette théorie.

NOTE PREMIERE
Sur la démonstration du Théoréme 1.

Lis deux théorémes du chapitre I** sont la base de toute
la théorie des équations, et doivent étre démontrés d’une
maniére rigoureuse et sans rien emprunter de cette méme
théorie. La démonstration que j’ai donnée du premier théo-
réme (n° 1) est tirée de la considération des facteurs de
Péquation, et pourroit laisser des doutes relativement aux fac-
teurs imaginaires. Il est vrai qu’en sapposant le théoréme connu
sur la forme des racines imaginaires, on est siir que le produit
de deux facteurs imaginaires correspondans est tonjours une
quantité essentiellement positive,, quelque valeur qu’on donne
& x; d’on 1l suit que la différence des signes dans les résultats
des substitutions de p et g & la place de », ne peut. venir que des
racinesréelles. Mais on doit observer que la démonstration rigou-
reuse de ce théoréme dépend elle-méme du théoréme qu'il S’agit
de démontrer ; de sarte qu’on ne peut employer dans la démens-

‘tration de celui-ci. Pour éviter toute difficulté , j’ai cherch¢ 4

démontrer ce théoréme par la nature méme de Péquation, indé-

pendamment d’aucune de ses propriétés. «

N
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Représentons en général équation proposée par P —Q =o,
P étant la somme de tous les termes qui ont le signe plus,
et — Q la somme de tous ceux qui ont le signe moins. Sup-
posons d’abord que les deux mombres p et ¢ soient positifs,
et .que ¢ soit plus grand que p; si en faisant & == p on a
P—Q<o,etenfaisant s =gonalP—Q> 0, il est
clair que dans le premier cas P sera < Q, et que dans le
second P sera > Q. Or, par la forme des quantités P et Q,qui
ne contiennent que des termes positifs et des puissances entiéres
et positives , il est évident que ces quantités augmentent néces=
sairement & mesure que x augmente, et qu’en faisant augmen-
ter # par tous les degrés insensibles , depuis p jusqu’d ¢, elles
augmenteront anssi par des degrés insensibles , mais de maniére
que P augmentera plus que Q , puisque de plus petite qu’elle
étoit , elle devient la plus grande. Donc il y aura nécessaire-
ment un terme enfre les deux valeurs p et ¢, ou P égalera Q,
comme deux 'mobiles qu’on suppose parcourir une méme ligne,
et qui, partant & la fois de deux points différens, arrivent en
_méme temps a deux autres points, mais de manicre que celut
qui étoit d’abord en arriére se trouve ensuite plus avancé que
Yautre , doivent nécessairement se rencontrer dans leur chemin.
Cette valeur de x , qui rendra P égal 4 Q, sera donc une des
racines de 'équation , et tombera entre les valeurs p et ¢. De
méme, si en faisant ¥ = p on avoit P — Q> o, et en faisant
x = ¢ on avoit P — Q < o, on auroit dans le premier cas
Q < P, etdanslesecond Q > P; et en faisant augmenter &
depuis p jusqu’a ¢, la quantité Q augmentera plus que la quan-
tité P, et ’égalera dansun point entre p et g.

Si les deux nombres p et g étoient négatifs on un des deux

seulement , alors prenant un nombre positif 7, tel que r + p
et 7 + ¢ soient des nombres posilifs, il n’y auroit qu’a trans-
former V’équation par la substitution de y — 7 4 la place de x;
on auroit ainsi une transformée en y, danslaquelle les substi-
tations de '+ p et de r + ¢ & la place de Vinconnue y don-

: ' ' neroient
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neroient par ’hypothése des résultats des signes contraire,
puisque ces résultats sont les mémes que ceux qui viendroient
des substitutions de p et ¢ & la place de x dans la proposée.
Or les nombres r + p et r + ¢ étant supposés positifs, on
pourra appliquer & ce cas le raisonnement précédent, et on
prouvera que ’équation en y aura nécessairement une racine
réelle comprise entre les nombres r 4+ p et r 4+ ¢; par con=
séquent , & cause de ¥ =y — r, Péquation en x aura aussi une
racine entre p et g.
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NOTE II.
Sur la démonstration du Théoréme IL.

L s démonstration de ce théoréme (n° 5) suppoée ces deux
propositions, que toute équation peut se décomposer en autant
de facteurs simples réels qu’elle a de racines réelles, et que
le facteur restant, si le nombre de ces racines est moindre que
Pexposant du degré de Péquation, est tel qu'il ne peut jamais
devenir négatif, quelque valeur qu’on domne & linconnue. La
premiére proposition a été long-temps admise par les analystes,
comme un résultat de la formation des équations; et d’Alembert
est, je crois, le premier qui ait fait sentir la nécessité de la
démontrer rigoureusement. A 1’égard de la seconde, on pour-
roit la regarder comme une conséquence de la premiére ; mais
pour ne rien laisser 4 desirer sur la rigueur, il est bon de la
démontrer aussi en particulier.
Représentons en général par (4™ + ) un polinome quelconque
en x du degré m, tel que
2+ Ax" '+ Ba" 4+ Com P 4 &e + V,

si on change x en a, il deviendra (o™ + ), et il est facile de
voir que la différence (4™ 4 ) — (a" + ) de ces deux polinomes
semblables sera divisible par # — a ; car chaque terme du poli-
nome (2" + ), comme N 2", donnera dans la différence les
.termes N (&"— 4" ); or on a en général, tant que n est an
nombre entier positif ,

F—a'=(r—a)(a '+ ax "+ a2+ & +a"7);
donc, réunissant tous les quotiens , et les ordonnant snivant les
puissances de x, on aura

(a"F)—(a" +)=(x—a)(a"" +),

X
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(&"~' 4 ) étant un polinome en x du degré inférieur m — 1.
Ainsi on aura, quelle que soit la quantité a,

(" +) = (v — @) (&"" + ) + (" +).
De la méme maniére, en prenant une antre quantité quel-
conque b, on pourra réduire le polinome (a™7*' 4 ) & cette
forme,

(a7 )= (2 —0) ("7 +) + (8" +),
("~ * +) étant un autre polinome du degré inférieur m — 2, et
ainsi de suite. i

Maintenant je remarque que si 'on a équation (x™ 4 ) = 0,
et que a soit ine ‘des racines de cette équation, c’est-a-dire
une valeur de x qui y satisfasse , on aura aussi (¢" + ) = 0;
donc le polinome (a™ + ) sera alors réductible 3 la forme
(x—a) (a""" 4 ), et par conséquent divisible exactement
par v — a. '

Si, outre la quantité a, il y a une autre quantité b qui salis-
fasse 4 la méme équation (4™ + ) = o0, il fandra que cette quan-
tité , étant prise pour x , fasse évanouir Vautre facteur (2" 7' +),
et soit par conséquent telle que Pon ait (6"7* 4 ) = o. Donc le
polinome (4™ ~* + ) sera réductible &la forme (x—25) (#"~*+);
et par conséquent on aura

(" + )= (o —a)(x—238)(a"t* +);
de sorte que le premier polinome (4™ + ) sera exactement
divisible par # — a et par x — &, et ainsi de suite.

Si donc Péquation (4™ 4+ ) = 0 n’a qu’un nombre 7 moindre’
que mde racines réelles @, b, ¢, &c. on aura d’abord
(" +)= (s —a) (o0 —b)(x—cl... (""" +),
et le polinome (4™~" 4+ ) ne sera plus résoluble en facteurs
simples réels. Douc, quelqué valeur qu'on donne & x, ce poli-
nome ne pourra jamais avoir une valeur négative , car s'il y avoit
une valeur de x qui pit le rendre négatify comme d’un autre
cdté on peut toujours prendre & assez grand pour que le pre-
mier terme 4™ surpasse la somme de tcus les autres , il Sensui-

P o



16 DE LA RESOLUTION

vroit qu’il y auroit deux valeurs qui, étant substituées pour «,
donneroient des résultats de signe différent , et que par consé-
quent , par le théoréme I,il y aurcit une valeur intermédiaire
qui pourroit rendre (&™~" 4 )= o0, et qui seroit ainsi une
racine réelle de cette équation ; donc on auroit alors

(+"=" +) = (= — B) (+""70 +),
et le polinome ( 4™ + ) auroit encore le facteur réel x — %; ce
qui est contre ’hypothése,

Ce polinome (2"~ " 4 ) sera donc nécessairement d'un degré

pair, et son dernier terme sera toujours positif (n°. 3); et
le polinome (4™ 4 ) aura par conséquent son dernier terme
positif ou négatif , suivant que le nombre des racines positives
a, b, &c. sera pair ou impair.
“ Non-seulement le polinome (x™~" 4 ) aura toujours une
valeur positive lorsque I’équation (4" ™" 4 ) = o n’a aucune
racine réelle , mais encore quand elle aura des racines réelles
doubles ou quadruples, et en général multiples , suivant un
nombre pair; car alors le polinome aura des facteurs de la
forme (& — g )*', 2 r ¢tant un nombre pair; et il est visible
que cetle quantité est toujours positive , quelque valeur réelle
quwon donue & x. D’ou il s’ensuit que le théoréme 1l a encore
liew pour les racines égales, triples’, quintuples, &ec. Mais
comme on a des méthodes particuliéres pour les racines égales,
it suffit de considérer les racines inégales , et d’avoir une méthode
pour les trouver.

Au reste , Vesprit du calcul algébrique , qui est indépen~
dant des valeurs particuliéres qu’on pent donner aux quantités,
fait qu’on peut regarder tout polinome (x" 4 ) comme formeé
du produit d’antant de facteurs simples x —a, z — b,z —c, &c.

qw'ily a dynités dans Pexposant m du degré de ce polinome .
quelies que purment étre d’ailleurs les quantités a, &, ¢, &co.

ce qui donne cette équation identique :
2" 4 \a" 4B T Ko 4 V= (x__.,a) (x__b) (x-.—c). ceass
laquelle doit toujoursavoi liew indépendamment de lavaleur de 2.
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C’est uniquement dans cette transformation des polinomes
que consiste la théorie des équations, On a trouvé différentes
relations entre les quantités @, &, ¢, &c. des facteurs, et les
coelliciens A, B, C, &c. du polinome ; et ce sout ces relations
qui constituent les propriétés générales des équations.

Les facteurs qu’on suppose aux polinomes, qui ne peuvent
jamais devenir négatifs, sont appelés imaginaires, et les quan-
tités a, b, c, &ec. de ces facteurs sont les racines imaginaires;
d’ot Pon voit que leur nombre est toujours nécessairement pair,
et que leur produit, qui se trouve égal au dernier terme du poli-
nome , est toujours positif.
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NOTE IIL

Sur Péquation qui donne les différences entre les racines
d’une équation donnée , prises deux & deux.

L 4 recherche de cette équation , qui est 'objet du probléme
du n°. 8, deviendroit trés-pénible si on y employoit la voie de
Pélimination qui se présente naturellement; mais par les for-
mules que j’y donne, elle n’a d’autre difficulté que la longueur
du calcul. Tout se réduit & calculer un certain nombre de
termes de trois séries, dont la loi est assez simple.

La premiére série , celle des quantités A, A,, A, , &c. n’est
antre chose que la série connue pour avoir les sommes des
puissances des racines par les coefficiens de I’équation donnée,
et on en a la démonstration dans la Note sixiéme. La troisiéme
série, celle des quantités a, &, ¢, &ec. qui forment les coefliciens
de Véquation cherchée, est Vinverse de la précédente ; elle
donne ces coefliciens par le moyen des sommes des puissances
des racines qu’on a par la seconde série @, , a,, a,, &, Je
n’avois trouvé que par induction la loi des termes de celle-ci;
mais on peut la démontrer d’'une maniére générale.

Pour cela, il n’y a qu’a considérer la quantité

(v —a) + (+—B) + (z —>) + &
qui, étant développée suivant les puissances de x, devient

mx’——sA,x“‘-{-S(s 1)A " ms(s-lwzg—ﬁ)A &3+ &e.

Comme ces deux expressions sont identiques, on y peut faire
tout ce qu'on voudra. Qu’on suppose donc successivement
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x=ua,8,y,&c. et quon ajoute ensemble les résultats de ces

substitutions, on aura

(2—8) 4+ (2 —2) + &e. + (B—a) + (E—2) + &e.
+(r—a) + (y—B) + &

s (s —

—mA —sA A_, + ) A, A,

s(s—1) (s —2) A
- 2.5
ce qui est évident, puisque , par la notation qu’on a employée,
onaengénéral A, =o' + 8 + 5 + &e.

Lorsque s est un nombre impair , il est facile de voir que le
premier membre de cette équation devient nul par la des-
truction mutuelle de tous les termes; et le second membre
devient nul aussi de lni-méme, en remarquant que I'on doit
avoir A, = 2° 4 £°+ 3° 4 &c. = m nombre des racines.

Mais lorsque s est un nombre quelcongne pair = 2 ¢, le pre-
mier membre devient egal a2 a,, suivant la notation des termes
de la seconde série ; ainsi on aura

A, + &

2a,=mA,u—2pA A, ._ +

"’_‘“_{.2_:_..‘_) AA, ..
sp(2p—1) (2p—2)
—_ —%

Comme les termes de cette série se trouvent les mémes de
part et d’autre du terme du milien, qui contient A, A,, en
réunissant les termes égaux, et divisant par 2, on aura la for-
mule générale de la valeur de 2, que j’ai donnee dans P'endroit
Clle.

On pourroit, de la méme maniére, trouver des formules
pour les sommes des racines prises deux & deux. Car en consi-
dérant la quantité

(2 + ) + (x +8) + (¢ + ) + &
on aura par le déve10ppement cette expression identique

S(S I)A :—a+._(i:-_2%ﬂj\;x'—3_{_&c_

Ay ALy 4 &

mxdsA o 4
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Donc, faisant successivement x == «, g, », &c. ct ajoutant
ensemble les résultats, on aura
2 (¢ + 6+ + &)
+2(a+8)Y +a(a+t+3)y + 2(8+3) + &
=mA, + s A A_, + &2:.1_2 A A,

+ 2 (‘—‘)3(3_2)1;, A_, + &

e

Donc, si on dénote en géncral par &,, la somme des puissances
s des racines ajoutées deux & deux, on aura, a cause de
@ + g + 9 + &c. = A, cette expression de 2 a,

sa = (m—2)A + sA A_, +&_Qx\,.{\

T s =19
2

4+ 2= (=2 px 4 &
2.3

Comme s est supposé un nombre entier, il est clair que les
termes également éloignés des deux extrémes seront égaux : or
le dernier terme sera A, A,, mais A, = m; donc, réunissant le
dernier an premier, ’avant-dernier an second, et ainsi de suite,
et divisant par 2, on aura, lorsque s est un nombre impair,

a=(m—a")A +sAA_ + Sm—(s;—l) AA_, + &

. s (8 —=1) (s=— 2)..:(8—:—-—3—)1\2 Ao

1 .2.5.......(—2—?) ? ?

et lorsque s est un nombre pair,
8§ —1
e=(m—2"")A +sAA_ . + -s-—(—:——)A, A .+ &

s (s—1) (3—2)...(2-{-1)

+ . (A

S T . F
2 2

Si on détermine par cette formule les termes de la série
al
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a,y @,y a5, &c. et qu’on emploie ces valeurs dans les expres-
sions des quantités a, &, c, &c. de la troisiéme série , on aura
les coefliciens de ’équation, dont les racines seront les 7 sommes
@+ By a-+ 9,84 9, &c. des racines de Péquation donnée,
prises deux i deux. Cette équation peut étre utile dans plusieurs
occasions.

Je dois, au reste , observer ici que Waring avoit déja remar-
qué dans ses Miscellanea anulytica , imprimés en 1762, Uusage
de Iéquation , dont les racines seroient

1 1 T

, &e.

a— 8" a=—y’ Bg—,
pour trouver les limites des racines réelles de Péquation , dont
les racines sont «, 8,5, &c. Mais je ne connoissois pas cet
Ouvrage lorsque je composai mon Mémoire ; d’ailleurs cette
remarque n’étant présentée dans ’Ouvrage de Waring que
d’une maniére isolée , seroit peut-étre restée long-temps
stérile sans les recherches dont elle est accompagnée dans ce
Mémoire.

Je dois ajouter que le méme Auteur a aussi remarqué avant
moi les caractéres qu’on peut tirer des signes de Véquation,
dont les racines sont les carrés des différences entre les racines
d’une équation donnée , pour juger des racines imaginaires de
cette équation. Il avoit dit simplement dans 'Ouvrage cité que
si cette ¢quation des différences n’a que des signes alternatifs,
I'équation primitive a nécessairement toutes ses racines réelles;
uutrement elle en a d’imaginaires; mais il a donué ensuite sans
démonstration , dans les Transactions philosophigues de année
1763, les conditions qui résultent des équations des différences
du quatriéme et du cinquiéme degré , pour que les équations
de ces degrés aient ou toutes leurs racines réelles, ou deux ou
quatre racines imaginaires ; ce que personne n’avoit encore fait
pour le cinquiéme degré.

Dans les Additions & mon Mémoire , je me suis contenté de
donner les ¢quations des différences pour le second, le troisiéme

Q
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et le quatriéme degré ; la longueur du calcul m’a empéché de

donner celle du cinquiéme degré; mais comme elle peut étre utile

dans quelques occasions, je vaisla rapporter ici, d’aprés Waring,,

comme un supplément i la Remarque 1II de ces Additions.

Soit donc Péquation du cinquiéme degré
2 +Ba®*—=Ca 4+ Da—E =o,

Péquation des différences sera

91— ap? + bty h dvS ey + frtem gy’ b bt —iv 4 k=o0,

dans laquelle

a=—10B

b= 39B 4+ 10D «

¢ =—80B"—50BD—25C

d= ¢5B*+ 124 B*D — g5 D* 4+ 92 BC*+ 200CE

e == — 66 B> + 360 BD*— 196 B D — 118 B* C*—260C*'D
— 625 E* — 400 BCE

f= 25 BS 4 40D —53C + 52B* C*—~522B*D* 4 194B*D

4+ 708BC*D + 240 B°CE + 1750 BE*—g50CDE

g=—4B — 10§B5D 4+ 80 B D + 308 B* D* + 102 B C*
+ 7B*C*—570C*D*—612B* C*D—700C°E + 3750 DE*
— 2500B*E*—80B’C E + 2150 BCDE.

h= 4ooDf*—360B*D*—15B*D" + 24 B°D— 8B C*
— 45 B* C* — 270 C*D + 140 B° C*' D + ¢6o B C*D*
+ 1875 C*E* 4 1000 CD*E — 5000 B D E* + 1750 B’ E*
4+ 4o B*CE + 600BC*E— 1650 B*CDE.

i=—36B D"+ 224 B D*—320B D! — 4B Ct— 27 C°
+ 40C* D' — 434 B C*D*+ 24B'C* D + 198 BC* D
— 5000 D* E* + 450 C* D E + 6350 C E’ — 675 B E*
4 3750 B*DE*— 3000BC*E*— 60 B* C’ E— 2000BCD*E
+ 330B°CDE. )

#= 3125 B+ — 3750 B C E* 4 {2000 B D* + 2250 C*D
—goo B* D + 825 B* C* + 108 B°) E* — ( 1600 C D*
— 560 B CD*— 16 B°C’ 4 650 BC'D + 73 B'C D
—108C*)E 4 256 D°— 128 B* D* 4+ 144BC* D’ + 16BD°
27 C+D* = 4 B C* D, -
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La réalité de toutes les racines de I’équation du cinquiéme
degré exige donc que la valeur de chacune des quantités
a, b, c, &ec. soit positive ; ce qui donne , comme V'on voit,
dix conditions : mais il est possible que quelques-unes de ces
conditions se trouvent renfermées dans le systéme des autres;
ce qui en diminueroit le nombre , comme nous I’avons vu pour
le quatriéme degré. Si toutes ces conditions n’ont pas lieu &
Ia fois , alors ’équation aura nécessairement deux ou quatre
racines imaginaires , suivant que la quantité # aura une valeur
n.égalive ou positive. Mais si cette quantité étoit nulle , 'équa-
tion auroit deux racines égales ; elle en auroit trois égales , si
la quantité i étoit nulle en méme temps, et ainsi du reste,
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NOTE IV.

Sur la maniére de trouver une limite plus petite que la

plus petite différence entre les racines d’une équation
donnée.

L & détermination de cette limite est nécessaire pour pouvoir
former une suite de nombres, dont la substitution successive
fasse connoitre d’une maniére certaine toutes les racines réelles
de Péquation proposée ( n°. 6). Le moyen le plus direct d’y
parvenir , est de calculer , comme nous l’avons proposé , 'équa-
tion méme dont les racines seroient les différences entre celles
de Péquation donnée, et de déterminer ensuite , par les mé-
thodes connues, la limite de la plus petite racine de cette
équation. Mais, pour pen que le degré de 1’équation proposée
soit élevé, celui de ’équation des différences monte si haut,
qu’on est effrayé de la longueur du calcul nécessaire pour trou-
ver la valeur.de tous les termes de cette équation , puisque le

m(m—1)

degré de la proposée étant m, on a coefliciens a

calculer, et que , pour employer les séries du n°. 8, il fandroit
en tout calculer 2 m (m — 1) lermes.

Comme cet inconvénient pourroit rendre la méthode générale
presque impraticable dans les degrés un peu élevés , je me suis
long-temps occupé des moyens de V'affranchir de la recherche
de Péquation des différences ; et j’ai reconnu, en effet, que
sans calculer en entier cette équation, on pouvoit néanmoins
trouver une limite moindre que la plus petite de ses racines;
ce qui est le but principal du calcul de cette méme équation.
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En effet, soit Péquation proposée en x

A" — A s '+ Bar—Ca" 7 + & =0
que je représenterai pour plas de simplicité par X == o0 qu’on
en forme cette équation en u du degré m—1
. Y 4+ Zuw+ Vu 4+ & + "7 '=o0
dans laquelle ‘ _
Y=ms"""— (m—1) As""*+ (m—2) Ba""*—&e.

m(m—1) . _ (m—1) (m—2) s
Z o= gt et LA 7P 4 &

2 2
V = m(m—1)(m—2) 0 — &,
« 2.3
4 "t

savoir, Y = X', Z:ji, V-_—AX—— &e.

2 2.3
X', X7, X", &c. étant les fonctions dérivées de X, ou les coefli-

. e ., dX X &£X

ciens différentiels —— &e.

dx' dx’ dab
On a vu dans le probléme du n°. 8, que si on substitue dans
cette équation en z, 4 la place de x, une quelconque des ra-
cines de I'équation X = o, elle aura alors pour racines les
différences entre cette racine et toutes les autres racines de la
méme équation. Donc si on y subsfitue successivement les m
racines de 'équation X = o, on aura m équations en %z, dont
les racines seront toutes les différences possibles entre les
racines de Péquation proposée ; par conséquent , il ne s’agira
que de trouver une quantité plus petite que la plys petite

racine de chacune de ces m équations.

. . 1 .
Donc, si on fait # = -, ce qui changera I'équation en z en
1]
celle-ci
VA vV 1 .
Y+—i—+i—,+&c.+l.,,—.:‘.==°

ou bien en multipliant par i"~", et divisant par Y,

ey, L,
lm_rx"]'?lm:ff[-%im—s'*‘ &ec. + %:0
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tout se réduira & trouver une limite plus grande que la plus
p g q P
grande des racines de cette derniére équation, en supposant
qu’on y substitue successivement pour x chacune des m racines
de P’équasion proposée; car cette limite étant trouvée, si on
q H )

la nomme L, il est visible que sera la limite cherchée plus

1
L
petite que chacune des racines .

Or on sait (n° 12) que le plus grand coeflictent des termes
négatifs d’'une équation, pris positivement et augmenté d’une
unité, est plus grand que la plus grande de ses racines posi-
tives. Ainsi, pour avoir la limite L, il n’y auroit¢u’a trouver
la plus gramfle valenr négative qui pourroit résulter de la substi-
tution des racines de l'équation X = o & la place de « dans les

coefliciens &c. de P’équation en i, on une quantité plus
2

Z Vv
Y'Yy?
grande que cette valeur.

Si ces coeficiens ne contenoient que des puissances de « sans
dénominateur , on pourroit résoudre la question en substituant
3 la place de x dans les termes positifs une limite plus petite
que la plus petite des valeurs positives de x, et dans les termes
négatifs une limite plus grande que la plus grande de ces va-
leurs; car il est visible qu’on aurdit , par ce moyen, des quantités
négatives plus grandes que les valeurs négatives que chaque
coefficient pourroit recevoir par la substitution de chacune des
racines positives de la proposee en x; et pour avoir egard aux
racines négatives de la méme equanon , il n’y auroit qu’4 chan-
ger dans les expressions des mémes coefficiens x en — «, et

sub<l.1luer ensuite dans les termes positifs une valeur de # plus.

petite que la plus petite racine négative de cette équation ,
prise positivement , et dans les termes négaufs une valeur de &
plus grande que la plus grande de ces racines.

La plus-grande des quantités négatives trouvées de cette
maniére , prise positivement et angmentée de Vunité, pourroit
sans scrupule étre employée pour la limite cherchée L.
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Toute la difticulté vient donc du dénominateur Y, qui con-
tient aussi Vinconnue . J’avois proposé autrefois de prendre
pour Y une valeur plus petite que chacune de celles qui pour~
roient résulter de la substitution des racines de ’équation X == o
alaplace de « ; mais la difficulté étoit d’avoir cette limite 5 etil
ne paroit pas possible de la trouver autrement que par Péquation
méme, dont les différentes valeurs de Y seroient racines. Pour
avoir cette équation, on feroit Y =y, et on élimineroit & au
moyen de I'équation X = o, et de celle-ci y — Y = o;
Péquation résultante en y seroit de me™ degré , et la limite
plus petite que la plus petite’ de ses racines scroit la quantité
qu’on pourroit prendre pour Y; mais cette équation en y peut
encore étre fort longue a calculer, soit qu’on la déduise de
Pélimination , soit qu’on veuille la chercher directement par la
nature méme de ses racines,

J’ai fait réflexion depuis, qu’on pouvoit toujours éliminer
Pinconnue x du polinome Y, en le multipliant par un polinome
convenable du méme degré m — 1, et en faisant disparoftre ,
au moyen de Péquation X == o, tontes les puissances de « plas
hautes que 2™,

En effet, si on prend un polinome tel que

A" @ & b a0 e 2T 4 &
que nous nommerons £ pour abréger, et dans lequel les coefli~
ciens @, b, c, &c. soient arbitraires et qu’on multiplie le poli-
nome Y par celut—(:l » on aura un polinome du degré 2 m — 2.
Or lequatxon X = o donne d’ahord la valeur de x*, et avec
cette valeur on pourra former, en mulnphant successivement
par &, et substitnant & mesure la valeur de #™,- toutes les puis-
sances de & supérieures & 4™~* jusqu’a #*" 2 On-subslituera
done ces valeurs dans le polinome Y £, et il s'abaissera a la
‘puissance m — ¥; on fera alors- disparoitre teus les termes qum
contiennent x en egalant 4 zéro ehacun de leurs coefliciens ; ce
qui donnera m — 1, équations linaires en @, b, ¢, &e. et qui
serviront & déterminer ces inconnues, dont le nombre est anssi
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m — 13 nommant K le terme on les termes restant et tout
connus, on aura Y £ =K, et par conséquent Y = I

L’équation en i deviendra, par cette substitution,

am— ZE 2 VE
1 -+ K 4 + K

Lt VE

et comme les coefliciens _]? 'R &c. ne contiennent plus

"% 4 & + KE" = o0;

que des puissances de x sans dénominateur, on pourra y appli-
quer la méthode proposée ci-dessus, et trouver une limite L
plus grande que la plus grande des valeurs de i.

On pourra réduire aussi les polinomes Z £,V £, &c. d ne con-
tenir que des puissances de » moindres que ™~ * par les mémes
substitutions des valeurs de #™ et des puissances supérieures
4 2. Cette réduction n’est pas absolument nécessaire, et on
peut sans inconvénient employer les polinomes tels qu'ils ré-
sultent de la multiplication de Z, V, &o. par £; mais elle est
utile pour simplifier le calcul et avoir une limite L plus rap-
prochee.

1l est bon de remarquer encore que, comme les valeurs
de u qui représentent les différences entre les racines de
Péquation proposée , peuvent étre également positives et néga-
tives, les valeurs de i pourront P'étre aussi, puisque nous avons

fait & =~ ; d’ou il s'ensnit que la limite des valeurs positives
i

de i le sera aussi des valeurs négatives prises positivement, et
réciproquement celle des plus grandes valeurs négatives prises
positivement le deviendra des plus grandes positives.

On pourra donc dans Péquation en ; prendre également i po-
sitil’ on négatif, et par conséquent prendre le second , le qua-
tri¢tme , le sixiéme , &c. termes de I'équation en i avec des
signes contraires , si,de ceite maniére , il en résulte pour L une
limite moindre,

Ayant
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Ayant ainsi trouvé la limite L , on aura %pour la limite plus

petite que la plus petite différence entre les racines de Péquation

. . T
Proposée, et on pourra faire A = i (n®. 6 ) pour avoir la suite

4, 24,34, &c. des nombres dont la substitution successive
fera connoitre siirement toutes les racines réelles de la méme
equation , et donnera leurs premiéres limites.

Si la quantité K étoit nulle, on auroit pour L une quantité
infinie;etlalimte T deviendroit zéro; ce qui indiqueroit I’égalitd
df deux ou plusieurs racines dans 'équation proposée. En effet ,
’il y a deux racines égales, il est clair qu’il y aura une des valeurs
de z qui sera nulle ; donc le dernier terme Y de I’équation
en u, deviendra nul, en y substituant pour x une des racines
de lequahoz? X == o; donc cette équation aura lieu en méme
temps que 'équation Y = o, c’est-a-dire X' = o on %—X =03

Pl
c,e qui revient 4 ce que Pon sait depuis long-temps. Done
Péquation résultante de celle-ci par Pélimination de x, aura
lieu aussi. Or il est facile de voir que cette équation n’est autre
chose que Péquation K = o; car, puisque le produit Y £ de~

vient = K par le moyen de Péquation X = o0, 0n atira¥ = x

?
et par conséquent I'équation Y = o donnera K == o. i
Lorsqu’on sera assuré.par-~la que Péquation en x a des racines
égales., on les trouvera en cherchant le commun diviseur des
équatyxons.X =oetY =o (n°. 15); ensuite Péquation en i
donnée ci-dessus étant multipliée par K et divisée par Z £,
deviendra, & cause de K = ¢ '
LA %i"-’ + &e. + *Z’~=o
d laquelle on pourra appliquer la méme méthode pour trouver
pne limite plus grande que les valeurs de i, et ainsi de suite.
R
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Au reste , comme avant d’entreprendre la résolation d'une
équation par quelque méthode que ce soit, il est toujours
nécessaire de s'assurer si elle a des racines égales, parce que
ces racines peuvent se déterminer a part d’une maniére rigou-
reuse , on voit que le calcul de la quantité K est indispensable
lorsqu’on ne calcule pas ’équation des différences; car ’équa-
tion K = o est proprement celle que 'on trouve par les méthodes
ordinaires , lorsqu’on cherche les conditions de ’égalité des
racines. Ainsi- & cet égard la. méthode que nous proposons
n’alonge pomt le calcul nécessaire pour la résolution des
équations.

La quantité K étant connue, tout se réduit 4 chercher une
quantité égale ou plus grande que la plus grande valeur néga-

Zt V¢ £
tive des quantités - 'K &e. X
" en i; pour cela, on substituera &.la place de & une quantité
plus petite que la plus petite des racines positives de 'équa-
tion X = o dans les termes positifs de ces coefliciens , et une
quantité plus grande que la plus grande de ces racines dans les
termes négatifs ; ensunite , ayant changé dans ces mémes coef-
ficiens x en — x , on substituera de méme dans les termes
positifs une quantité plus petite que la plus petite des racines né-
gatives, et dansles termes négatifs une quantité plus grande que
la plus grande.des racines négatives de la méme équation , en pre-

coefficiens de I'équation

nant ces racines positivement. Le plus grand résultat négatit

qu’on aura de cette maniére , étant pris positivement et augmenté
de I'unité,, donnera la valeur de lalimite L, que 'on cherche.

_ Pour avoir ces quantités plus grandes et plus petites que les
racines de Péquation X == o, on pourroit prendre tout de suite
le plus grand coefficient des termes négatifs de cette équation ,
augment¢é de Punité, pour la quanute plus grande que ses
Tacines positives ; ensnite, aprés avoir changé dans la méme

oo 1 g . T
équation « en PR fait disparoitre par la multiplication les
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puissances négatives de x, on prendroit de méme le plas grand
coeflicient des termes qui seroient de signe différent du pre-
mier, et Yunité divisée par ce coeflicient augmenté de 'unité,
seroit la quantité plus petite que les mémes racines. A I'égard

“des racines négatives, on changeroit dans 'équation & en — x

pour les rendre positives , et on trouveroit de la méme maniere
les quantités plus grandes et plus petites que ces racines,

Mais , quoique les limites qu’on trouvera par celte méthode
soient toujours exactes , elles peuvent néanmoins étre trop
éloignées entre elles ; ce qui auroit 'inconvénient de donner pour
la limite L une quantité trop grande , et par conséquent pour
la différence a des termes de la suite une quantité trop petite :
& ot résulteroit un trop grand nombre de substitutions succes-
sives & faire dans ’équation proposée pour en découvrir toutes
les racines (n°. 6 ).

1l est donc utile d’avoir des limites plus resserrées, et on
pourra les trouver par la méthode exposee dans le n°. 12.
Suivant Pesprit de cette méthode, il ne s’agira que de chercher
d’abord une valeur de x qui rende positives les valeurs des
fonctions X , X', X", &c. ce quin’est pas difficile en commen-
cant par la derniére, ot x n’est qu’a la premiére dimension,
et remontant successivement a celles qui précédent. Cette
valeur sera la limite plus grande que toutes les racines posi-
tives de Péquation X = o. Pour avoir ensuite une limite plus
peme que ces racines, on transformera la foncuon X,eny

aubsutuant ~ 4 la place de'x, et la multipliant par. #™ pour

faire dxsparoure les puissances negauves 5 et si le terme ol est

™ se tronve négatif, on changera tous les signes pour le rendre
posmf On prendra cette nouvelle fonction pour X, et en ayant
déduit les fonctions X', X”, &c. on cherchera de nouvean la
valeur de x, qui rendra toutes ces fonctions positives. L’unité,
divisée par cette valeur, donnera une limite plus petite que
toutes les racmes posxtwes de la méme équation X = o. Enfin

R 2
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on changera dans ces deux séries de fonctions ¥ en — x, en
-changeant en méme temps tous les signes si la plus haute puis~
sance de « se trouve affectée du signe —; et les valeurs de x
qui les rendront toutes positives seront les limites plus grandes
et plus petites que les racines négatives de la méme équation
prises positivement. -
Pour donner un exemple de la méthode que nous venons
d’exposer , nous Pappliquerons & I'équation
a’— 7%+ 7=0,
‘que nous avons résolue dans le n°. 27.
On aura donc ici
X=a—=722+ 7,
et les fonctions dérivées seront -
X =3s2—7, X'=6x, X"=6, X7 = o3
done

V=X =52 — 7, z=§2-;3x,
‘ 3{1/!
V=S3="

etPéquation en z sera da second degré. .
On prendra pour £ le polynome indéterminé du second
degré -
2 4+ ax + b,
et en le multipliant par le polynome Y , on aura
Yte=3a*+3as5 + (3b—7) 2" — 7ax—7b.

Mais ’équation X =0 donne a° =7 x— 7; donc x*=7 &’ —7 %.
Faisant ces substitutions , on aura

Ye= (5b+14)s 4+ (14a—21)x—212—7 5.
On fera donc ,
354 14= o0, 14a—21 =0, — 21 a— 75 =XK;
d’ott Yo tire :
a=12, b=—4%, eK =1

Ainsi , puisque la quantité K n’est pas nulle , on en conclura
Q’abord que Péquation n’a pas de racines égales. ’
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. : 3 x 14
Maintenant on aura £ = x* + - — 3

et de-la, en multipliant par Z = 3 x, et substituant pour «* sa
valeur ,

ZE:Q—E—-{-7m—21;

de sorte que les deux coefficiens de I’équation en i seront
272* + 42 x — 126 6x* + g x+—28
K , €t ————————-‘————K H
et il ne s'agira plus que de trouver une quantité égale ou plus
grande que la plus grande valeur négative que ces coefficiens
puissent ayoir sans connoitre les valeurs de x : or c’est & quoi
on pent parvenir par le moyen des limites de ces valeurs.

Pour cela, on commencera par chercher des limites plus
grandes et plus petites que les valeurs de &, tant positives que
négatives. Jo remarque d’abord que le plus grand coeficient
des termes négatifs dans ’équation en x étant g, on pourroit

prendre 8 pour la limite plus grande que les racines positives;

mais on pent trouver une limite moindre par la considération
des fonctions X, X', X”; savoir, ‘

, @—7x47, 3&—7, 6,
en cherchant une valeur de x qui les rendent toutes pOS{tiVeSI
on trouve que & = 2 satisfait & ces conditions ; de sorte que 2
sera une limite plus grande que les racines positives.

Si on change dans ces mémes fonctions x en — #, €n
changeant ‘en méme ‘temps les signes , &'l est nécessaire ,
pour que le premier terme soit toujours positif , on a celles-ci,

@ —gx—q, Za*—7, 63 ‘
et Pon voit que, pour les rendre toutes positives, il faut faire
en nombres entiers & = 4 ; mais en nombres fonctionnaires il
suffit de faire & = 3 -5 : ainsi 5 sera une limite plus grande
que les racines négatives prises positivement.

On transformera maintenant la fonction X par la substitation
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de L 3 1a place de x; et Payant multipliée par &’ pour faire
X

disparoitre les puissances négatives , on aura, aprés avoir
divisé par 7 le coefficient du premier terme, cette fonction
transformée

Tt — &+ 7
dont les deux fonctions.dérivées seront
35 —2x, 6ax—2,

qu’il faudra rendre positives par une valeur supposée de x.
Or on trouve que 1 satisfait & ces conditions; mais on y peut
satisfaire aussi par un nombre moindre , comme 2. Ainsi } sera
une limite plus petite que les racines positives.

Enfin, en changeant dans ces mémes fonctions x en ~— x,
et changeant en méme temps tous les signes de la premiére et
de Ia troisiéme pour rendre les premiers termes positifs, on
a celles-ci,

PS4+ a—%, Bar+a2x, 6xt 2;
et on trouvera aisément qu'elles deviennent toutes positives
en faisant # = }; d’o il s’ensuit que 3 sera une limite moindre
que les racines négatives prises positivement.

On a donc pour les limites des racines positives les nombres

4et™2, et pour celles des racines négatives prises positivement
les nombres 3 et L.
"~ On substituera donc d’abord & la place de #x, § dans les
termes positifs , et 2 dans les termes négatifs des deux
‘quantités

' ay &* + dox — 126 62+ gx—28

7 ! 7 '
et Pon trouvera les résaltats — 3 et — 1&; comme le premier
de ces deux résultats est le plus grand , il est bon de voir si,
en changeant tous les signes de la premiére quantité, ce qui la
— 27 &* — b2 x + 126

réduit &

, et substituant de méme 3

dens les termes positifs et 2 dans les termes négatifs , au lien
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de x, on auroit un résultat moindre ; mais on trouve celui-cl
— % qui est au contraire plus grand , et par conséquent
inutile. ’
On changera maintenant dans ces mémes quantités x en— &,
ce qui les changera en celles-ci,
27 &* — 42 £ — 126 62— qgux— 28
9. b

7

et on y substituera 3 & la place de x, dans les termes positifs,
et 2* dans les termes négatifs, il viendra ces résultats — £§
et — 12; et comme le résultat de la premiére quantité est
moindre que Pun de ceux que nous avons déja trouvés, il est
inutile d’en chercher un autre en changeant les signes de celte
quantité. ' ’

Puisque — 22 est le plus grand résultat négatif , on aura

2a , 1 7 .
L =% + 1, et par conséquent & = 7~ = 29 pour la limite

cherchée , moindre que la plus petite différence entre les ra-
cines de ’équation proposée.

Nous avons trouvé par Péquation méme des différences
A =1 (n% 27); dot Von voit que la méthode précédente
donne & la vérité une limite un pen plus petite, mais que la
différence est peu considérable. Au reste, quoigue pour uue
équation du troisiéme degré il n’y ait guére rien & gagner par
cotte méthode sur la longueur du calcul, il n’en sera pas de
méme pour les équations des degrés supérieurs 3-car le nombre
des opérations que cette méthode exige n’augmente que comme
le degré de I'équation , au-lien que celwi-des opératiens.néces-
saires pour calculer I'équation des différences et en déduire
la limite cherchéc, augmente comme les carrés de ce méme
degré. -
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NOTE V..
Sur la méthode d’approximation donnée par Newton.

Counz la méthode de Newton pour la résolution approchée
des équations numériques est la plus connue et la plus usitée,
a cause de sa simplicité , il est important d’apprécier le degré
d’exactitude dont elle est susceptible ; voici comment on y peut
parvenir.

Soit ’équation générale du degré m

" — A x4 Ba"m* + & = o
dont on cherche une racine. La méthode dont il s’agit de-
mande qu’on connoisse d’avance une valeur approchée de la
racine cherchés; en désignant cette valeur par a, on fera
x == a + p, et on aura par cette substitution une équation
transformée en p, qui , 4 commencer par les derniers termes ,
sera de la forme ‘
X+Yp+Zp + VP 4+ & + p",y

ol les guantités X, Y, Z, &ec. seront des fonctions de a,
qu'on trouvera tout de suite par les formules du n° 8, en
changeant x en 4 : ainsi on aura
X=a"—Aad"=" + Ba"™* —Ca"* + &oc
Y=ma" '« (m—1)Aag">*+ (m—2) Ba"? + &,
&e, .

Comme p doit étre par hypothése une quantité assez petite,
étant la différence entre la vraie racine et la valeur supposée
de cette racine , les puissances p*, p*, &ec. seront de fort petites
quantités auprés de p; et par conséquent les termes affectés
c‘le ces puissances seront eux-mémes nécessairement trés-petits
& Pégard des premiers termes X + Y p, puisque les coefli-

clens

DES EQUATIONS NUMERIQUES. 137
ciens Z, V, &c. ne peuvent jamais devenir fort grands, étant -
des fonctions sans dénominateur : ainsi , en réduisant toute
P’équation & ces deux termes, on en tirera une valeur approchée

de p, qui sera = -—%,S Appelons b cette valeur approchée

de p, on pourra faire par la méme raison , dans I'équation en p,
la substitution de & + ¢ & la place de p, et négliger ensuite
dans la transformée en ¢ les termes qui contiendront le carré
et les puissances plus hautes de g ; cette transformée étant
ainsi réduite aux deux premiers termes de la forme (X) + (Y) 7,
donnera sur - le~champ ¢ = — (QY(—; Cette quantité étant
nommée ¢, on substituera ¢ + r 4 la place de g dans la
derniére transformée , et on en aura une nouvelle en 7, d’our
Pon tirera de méme la valeur de r, et ainsi de suite.

De cette maniére , on aura les approximations ¢, @ + &,
a + b + ¢, &c. vers la vraie valeur de la racine cherchée.

Voila la méthode telle que Newton V'a donnée dansla Méthode
des Fluxions ; mais il est bon de remarquer qu'on peut se
dispenser de faire continuellement de nouvelles transformees;
car ) puisque la transformée en p est le résultat de la substitu-
tion de @ + p, au lieu de x dans I'équation en «, et que la
transformée en ¢ est le résultat de la substitution de & + ¢,
au lieu de p dans la transformée en p, il s’ensuit que cette
transformée en g sera le résultat de la substitution immédiate
de a + b + g'dla place de x dans la méme équation en &5
par conséquent elle ne sera autre chose que la premiére trans-
formée en p, en y changeant pen g, et aena + b; d’ou il
s’ensuit qu’ayant trouvé ’expression générale de p en a, on
aura celle de ¢, en y substituant & + & au liea de a; et par
1a méme raison on aura la valeur de r, en substituant a + & + ¢
au lien de @, et ainsi de suite. .

Donc en général si, dans l’expt‘ession de p en a, on substitue

pour ¢ un terme quelconque de la suite convergente vers la
S
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racine cherchée, on aura la quantité qu’il fandra ajouter a ce
terme pour avoir le terme suivant.

La méthode qui résulte de cette considération est, comme
Pon voit , plus simple que celle de Newton; c’est la méthode
que Raphson a donnée dans ouvrage intitulé Znalysis equo-
tionum universalis , imprimé a Londres en 1690, et réimprimé
en 16g7. Comme la méthode de Newton avoit déja paru dans
Pedition auglaise de V.#igébre de 7 allis en 1685, et qu’elle
a été ensuite expliquée en détail dans Pédition latine de 1793,
on peut étre surpris que Raphson n’en ait pas fait mention dans
son ouvrage ; ce qui porteroit & croire qu’il la regardoit comme
enti¢remert différente de la sienne : c’est pourquoi j’at cru qu'’il
wétoit pas inutile de faire remarquer que ces deux méthodes
ne sont au fond que la méme présentée différemment.

Maintenant il est clair que la bonté de la méthode dont il
s’agit dépend de cette condition, que si @ est une valeur appro-
chée d’une des racines de ’équation proposée, @ -t~ p sera une
valeur plus approchée de la méme racine ; c’est done ce qu’il
faut examiner.

Soient «, 8, 9, &c. les m racines de 1’équation

a" — A 2™ 4 B a7t — &c. = o3
cette équation, comme on ’a vu dans la Note seconde, peut
toujours se mettre sous la forme
(v —a) (o —B8) (& —3)eeerirics =0

Mettons a 4 p & la place de x, et développons les termes
suivant les puissances de p ; on trouvera pour les deux premiers
termes X + Y p, ces valeurs de X et Y,

X (a—a)(a—B)(a—13)ieess
Y= (a—8)(a=—9)ee+ (a—2) (@ —3)i.
4+ (¢ —a)(a—8)eee + &e.

&’oi Pon tire

I

S + + + &ec.
5 -
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et par conséquent

P_'__—-

L b &
B — a Yy — a

& —-— a

Supposons que 2 soit la racine que l'on cherche, et que @
soit une valeur approchée en plus ou en moins, « — « serale
défant ou Pexcés de la valeur a sur la véritable 2, et 2 — ¢ —p
sera le défaut ou Pexcés de la valeur corrigée @ + p; etil faudra,
pour la bonté de la méthode, que la quantité « — @ — p soit
toujours plus petite que la quantité « — ‘@, abstraction faite
des signes de ces quantités ; et par conséquent que la quan-

- 1 S
tité —————— soit toujours pluas grande que abstrac+

¢« —a—p @ — a’

tion faite des signes.
Faisons pour abréger
: 1 1

R = +

T g—a y —a

+ &ec.

on aura par la formule trouvée ci-dessus pour la valeur de p,

1 R(z2—a)
e—aqg—p=d-~—0a-— : = . 3
+ R + R

a — @ & -— a

donc
! R

1 _a,—-a+‘ 1 + I

a—a—p——R(u—(z):&z—a (¢ —a) R

D’ol je conclus, 1° que si la valenr de R est du méme signe
que celle de « — a, la valeur de « — a — p sera encore du
méme signe, et que la condition dont il s’agit aura nécessaire-

ment lieu.
S 2
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2° Que si les deux quantités « — a et R sont de signe con-
1

]
(e—a=p) ~ (a—ay’

traire , alors il faudra que l'on ait

mais Péquation précédente donne

1 1 2 1
(c—a—p) (e—ar ' (a—ayR e —ay R’

donc il faudra que

+ soit une quan-

2 !
(c=ayR T (a— o) R
tité positive , et par conséquent que Von ait la condition

‘ 2(e—a)R + 1> 0.

Comme la valeur de R dépend des autres racines 8,5 , &c.
qui sont inconnues, il est difficile, peut-étre méme impossible
de trouver d priori un caractére pour juger si la condition dont
il s’agit est remplie ou non.

1l est aisé d’ailleurs de former & posteriori des équations olt
cette condition n’aura point lieu , en prenant les racines £, 5, &c.
de maniére que quelques-vnes des différences g —a,y—a, &ec.

soient fort petites et de signes différens; et si 8 et 9, par
exemple , sont imaginaires et.de la forme 7 + 5 ¢/ — 1
et 7 —. p / — 1,il 0’y aura qu’a prendre = peu différent
de a et p fort petit. Alors la valeur corrigée @ 4+ p, au lien
d’étre plus prés de la vraie valeur de la racine « que la valeur
de a, sen éloignera au contraire davantage.

1l n’y a donc que le premier cas ou l'on puisse établir un
caractére certain pour le succés de la méthode; car il est
visible que si la quantité a’est & la fois plus petite que chacune
des racines «, 8, 3, &c. de équation proposée , ou plus grande
que chacune de ces racines, en regardant , comme on le doit,
les quantités négatives comme plus petites que les positives,
et les plus grandes négatives comme plus petites que les moins
grandes ; alors la quantité R sera nécessairement de méme signe
que la quantité « — as et si, parmi ces racines, il y en a
dimaginaires de la forme » 4+ py/ = 1, 7= p y/ — 1,ilenré-
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1 ¥ 1
—atiy—1  T—a—py—1’

sultera dans R les termes
ks

. A . e(r—a) e . .

qui se réduisent & ——————;, quantite qui sera aussi de
(m—a) + ¢*

méme signe que « — a, si ¢ est en méme temps plus petit ou

plus grand que .

D’oiz Pon peut conclure en général que 'usage de la méthode
dont il s’agit nest siir que lorsque la valeur approchée a est la
fois ou plus grande ou plus petite que chacune des racines réelles
de Péquation, et que chacune des parties réelles des racines
imaginaires; et que par conséquent cette méthode ne peut étre
employée sans scrupule que pour trouver la plus grande ou
la plus petite racine d’une équation qui n’a que des racines
réelles, ou qui en a d’imaginaires , mais dont les parties réelles
sont moindres que la plus grande racine réelle, ou plus grandes
que la plus petite de ces racines.

Pour que les valeurs corrigées successivement approchent
toutes de plus en plus de la vraie valeur de la racine, il faudra
prendre pour premiére valeur approchée une quantité plus
grande que la plus grande des racines , si c’est celle-ci qu’on
cherche , ou plus petite que la plus petite racine, si on cherche
la plus petite ; alors toutes les valeurs corrigées successivement
seront aussi plus grandes que la plus grande, ou plus peites
que la plus petite des racines, et la condition nécessaire pour
la convergence aura constamment lieu pour toutes ces valeurs,
puisque R et « — a seront toujours de méme signe , en prenant
pour a chacune de ces mémes valeurs.

Lorsque toutes les racines de Péquation sont réelles, il est
facile de reconnoitre si la premiére valeur approchée a est
plus grande ou plus petite que chacune des racines ; car en

"mettant Péquation sous la forme
1

(# —a) (o —pB)(x— F)learees = 0,
et substituant @ + p pour #, elle deviendra
(p+ta—a)(pta—~8)(p+a—v)..=0,
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oha-—a, a—p,a—y, &e. seront dans le premier cas.des
quantités toutes positives , et dans le second toutes négatives ;
donc dans le premier cas on aura une transformée en p dont

tous les termes seront positifs, et dans le second cas cette

transformée aura ses térmes alternativement positifs et négatifs. ’

Réciproquement st les termes de la transformée en p sont
tous positifs , il est évident qu'il n’y aura alors aucune valeur
positive de p gui puisse satisfaire & I'équation; par’conséquent
les valeurs réelles de p seront nécessairement négatives : donc
les racines de P’équation en p étant a — @, —a,y—a, &e.
il faudra que ces quantités soient toutes négatives ou imagi-
naires ; donc la quantité @ sera nécessairement plus grande que
chacune des racines réelles de I’équation, quand méme elle
auroit des racines imaginaires.

On prouvera de la méme maniére que si les termes de la
transformée en p sont alternativement positifs et négatifs , la
quantité @ sera nécessairement plus petite que chacune des
racines réelles , soit quil y ait des imaginaires on non.

Mais dans le cas ou I'équation a des racines imaginaires , on
ne pourra pas s’assurer de la méme maniére que la quantité @
sera en méme temps plus grande ou plus petite que chacune
des parties réelles de ces racines ; je ne vois pas méme qu’on
puisse s’en assurer autrement que par le moyen de Péquation
dont ces parties réelles seroient racines. Or,sif==+py —1,
B 4+ v )

etp=7—py — 1,008 7= : ainsi Péquation dont
- sera une des racines, ne peut étre que celle qui' aura pour
racines les demi-sommes des racines de la proposée , prises
deux 3 deux, et qui , par la théorie des combinaisons, montera

,m(m—1
an degre -———(———2-——-_)‘-

Ayant formé cette équation par les formules que nous avons
indiquées plus haut (Note IIl ), on y substituera @ + z a la
place de Pinconnue ; et si la transformée a tous ses termes
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positifs , ou alternativement positifs et négatifs , on sera assuré
que le nombre a sera plus grand ou plus petit que chacune dés
valeurs de 7 , et par conséquent aussi que chacune des parties
réelles des racines imaginaires, :

Newtonn’aappliqué sa méthode qu’a équation ¥’ ~22—5=0
que nous avons résolue (n°. 25). Il suppose d’abord a == 2, et
substituant 2 + p & la place de x, il a la transformée

0= —1 + 10p + 6p* + p

Touil 4 o il fa . _ .
ol tirep = —= =10, 151 ait ensnite p = 0,1 + g, il

a la nouvelle transformée -
o =o0,061 4 11,38 ¢ + 6,5¢" + ¢°»

Sy N aper 0,061 - . .
Qot il tire ¢ = — —>— = — 0,0054....., il continue en
11,23 -

faisant ¢ == — 0,0054 + r, il vient la transformée

0 == 0,000541708 + 11,1616 r + 6,3 r* + 1%,

- . — 0,000541708
dou il déduit r = ———"— = — 0, 0000485

T1,16196 500004853, ..., et

ainsi de suite.

Ainsi les valeurs convergentes de x sont 2, 2,1, 2,0946,
2,09455147 , dont la derniére est exacte a la dernicre décimale
prés (numéro cité ). .

Dans ce cas, la série est, comme l’on voit, trés-convergente.
On peut, en eflet, s’assurer ¢ priori par ce que nous avons
démontré , que cela doit étre ainsi.

Car nous avons vu ( numéro cité ) que les deux autres racines
de cette équation sont imaginaires , et qu’en les représen=

48 6
tant par 7 == p |/ — 1, on a & trés-peu pres f° = =
*/
15 15 105 .
EtW:‘“—T——-:_L—:—»«v'dOHC unisque
8+ 4 4.19 76’ ) PRSAREs

ountre la racine « que Pon cherche, il 0’y a que ces deux racines
L 2(r—a)
imaginaires , on aura dans ce cas R = ;—--— . Or a
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étant = 2, 0n a T —. a3 = —3%7—; mais « étant 4 trés- peu
prés 2,0945...., onae —a = 0,0945....; d’oit 'on vo.it
d’abord que R et « — a sont de signes différens, et qu’ainsi,
pour que la premiére correction de @ svit juste, il faut que
la condition 3 (¢e—a) R + 1 > o ait lien. Or on trouve
R = —0,5630, et de-1d 2 (¢ — @) R = —0,1064; de sorte
que la condition dont il 'agit est amplement satisfaite. Ainsi
on est assuré que la premiére valeur corrigée 2,1 approchera
davantage de la vraie valeur de la racine. En prenant cette
valeur pour @, on a « — @ =~ 0,0055.... donc « —a th R
étant maintenant de méme signe , les corrections suivantes
approcheront toutes de plus en plus de la vraie valeur de la

racine cherchée.

NOTE
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NOTE VI

Sur la méthode d’approximation tirée des séries
‘ récurrentes.

Rerrenons Péquation
4" — A g '+ Bax"*—Ca" '+ &c. = o0
dont on a désigné les racines par 2, 8, 7, &c. On aura par la
nature de ces racines I’équation identique
" — A a""' + Ba""*— Ca""° + &c.
=(x—ea)(x—8)(x—3) (g —F)eee.
laquelle doit avoir lieu, quelle que soit la valeur de .
L’identité de 1’équation subsistera donc encore en mettant
x + i au lien de x, quelles que soient les valeurs de x et i3
donc aussi, si aprés la substitution on développe suivant les
puissances de i, les termes affectés de i, de i*, &c. fourniront
d’antres équations identiques; ce seront les équations que nous
avons appelées dérivées dans la Théorie des Fonctions.
La premiére de ces équations dérivées sera
ma* —(m—1)Aa""* + (m — 2)B &% — &o.
= (2 —B8) (o= 9)eeee + (2 —2) (& —2)cee
4 (x~8)(x—B8)eee + &e.
Divisons cette équation par ’équation identique ci-dessus, on
aura
mat'—(m—1)A"""+ (m —2) B a™ % — &e.
Ay fBa—Ca T &

1 I . 1
= P &e.
x—¢+x-—ﬁ+x—-—7+ ¢

équation qui doit aussi étre identique quelle que soit la valeur
de x. Donc elle le sera encore si on en développe les deux
T
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membres en séries qui procédent suivant les puissances positives
ou négatives de a.

Développons d’abord suivant les puissances négatives , la
fraction qui {orme le premier membre deviendra

i3 R

?—l—%'l‘-;g-l-%-i-&c. _
et pour trouver les valeurs des coefliciens P, Q, R, &ec. il v’y
a qu’a multiplier par le dénominateur &™ — A x4+ &e.
et comparer ensuite les termes avec ceux du numérateur

mx"‘—*._-(m-—l)Ax'""—i-&c. on aura ainsi
P=m
Q=AP—(m—1)A
R=AQ—BP+ (m—2)B
S =AR—BQ+CP—(m—23)C

&e.
ot Von voit que la suite des quantités P, Q, R, &ec. devient
aprés le m™ terme une suite récurrente, dont Péchelle de
relation est A, — B, C, — D, &e.

Développant de méme les fractions qui forment le second
membre , il deviendra .

ﬂ+(¢+3+7+&c.)l+ (¢‘+ﬁ’+7‘+&c~)'l—

X x* 23

+ (B 4P+ &) = + e
X

Maintenant la comparaison des termes semblables des deux

membres de ’équation donne

P=m
Q==a+ 8+ 2 + &ec
R = a4 8+ 9"+ &e.
S =a+ £+ 2+ &
&e.

et en général un terme quelconque, dont le quantiéme sera ¢,
& compter de Q sera égal & «* + ¥ + »* 4 &c. Clest I'expres-
sion du terme général de la série.

On a par-la la démonstration la plus simple de la loi donnée -
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par Newton pour la somme des puissances des racines. Mais les
formules précédentes sont sur-tout utiles-pour approcher de la
valeur de la plus grande des racines ¢, 8, ¥, &c. En effet, il

_est clair que si toutes ces-racines sont réelles , et que =2 soit,

par exemple , la plus grande des racines, soit qu’elle soit
positive ou négative , la puissance «* surpassera d’autant plus
les puissances semblables des autres racines, et méme la somme
de ces puissances, que l’exposant w sera plus grand ; d’ou il
sensuit que si T et V sont des termes consécutifs de la série

, \ \
P, Q, R, &c. on aura & tres-peu pres & = 5y et cette valeur

de la racine « sera d’antant plus approchée que les termes
dont il s'agit seront plus éloignés du commencement de la
série.

Si parmi les racines.8, ¥, &c. il y en avoit d’imaginaires ,
on auroit , par exemple, g == + ¢ V=1, =m—py —1;

. P .
alors faisant / (#* + p*) = Il et — == tang ¢, on auroit
ka

p=11(cos¢ + sing y/ — 1) ety =T (cos¢ —sinp Y —1);
donc par le théoréme connu

g =T* (cos ko + sinpuoy — 1)

o¥ = " (cos p ¢ — sin & ¢ Y —1)
et par conséquent

g* 4 3% = 21" cos p o

Ainsi , pourvu que la racize « soit en méme temps plus grande
que mou (7 4+ ¢*), Cest-a-dire plus grande que v/ 8 %,
la puissance a” surpassera aussi la somme des pareilles puis-
sances de 8 et 7. .

Donc la méthode ne sera en défaut & canse des racines ima-
ginaires , qu'autant qu’il s’en trouvera dans lesquelles le produit
réel des deux racines correspondantes sera plus grand que le
carré de la plus grande des racines réelles ; et , dans ce cas,
la série , au lieu de s’approcher et de se confondre a la fin avec
une série géométrique , s’en éloignera continuellement.

Cette méthode rentre évidemment dans celle que Daniel

T2
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Bernoulli a déduite de la considération des suites récurrentes,
et qu’Euler a exposée en détail dans son Introduction. Dans
celle-ci on donne 4 la fraction génératrice de la série , pour
numérateur , un polinome quelconque d’un degré moindre que
le dénominatenr; ce qui rend les m premiers termes de la
série, entiérement arbitraires. Cette fraction se décompose

dans les fractions simples ;_a_ + _b + = &e.
—_—a

x — B x —y
d’on resulte, pour les termes de la série , cette expression
générale a o* 4+ b g + ¢ +* + &ec. laquelle donne egalement,
lorsque la racine « est beaucoup plus grande que chacune des

v
autres , 7= pour la valeur approchée de «, quelle que soit la

valeur du coefficient @. Mais lindétermination des premiers
termes de la série , an lien d’étre un avantage de cette méthode,
est plutét un mconvement, car ¢l arrive que les deux ra-
cines «, £, soient égales, alors les deux termes a «* + & £“
premnent en général la forme (o' + &' ) o"; et si les trois
racines «, 8, 3, sont égales, les trois termes @ * + & g4+ e
prennent la forme (@ + & u + ¢ u*) «*,et ainsi de suite : d’od
il est aisé de voir que lorsque la plus grande racine « est une
racine double oun triple, &c. la série converge bien moins
rapidement vers une série géométrique. En prenant pour nu-
mérateur la fonction prime du dénominateur , ainsi que nous
Pavons fait ci-dessus, tous les coefficiens @, &, ¢, &c. deviennent
égaux & Punité; et dans le cas des racines égales « et 8, les
deux termes «* 4 £* deviennent simplement 2 «*, et ainsi des
autres ; de sorte que les racines égales n'influent en rien sur la
convergence de la série.

Pour donner un exemple de ce que nous venons de dire, je
prendrai celui de Varticle 346 de 'introduction d’Euler. L’équa-
tion & résoudre est #° — 3 a* + 4 == 0, Euler prend 0,1t 3
pour les trois premiers termes, et il forme par Péchelle de rela-
tion,3,0,—4,la série réenrrente 1,3,9,23,57,135,513,711,&c.
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dans laquelle il observe que le quotient de chaque terme, divisé
par le précédent , est toujours plas grand que 2 racine double ’
et en méme temps la plus grande.
Si on emploie les formules données ci-dessus en faisant
m=25, A=3, B=o, C=4,
tous les termes P, Q, R, &c. se trouvent multiples de 5 ; de
sorte que, rejetant ce facteur pour plus de simplicité, on
trouve par la méme échelle de relation , mais en partant des
termes 1, 1,3, la série
1,1,3,5, 11, 21, 43, 85, 171, 341, &e.
ol Pon voit que le quotient de chaque terme , divisé par celui
qui le précéde , converge trés-rapidement vers la racine
double 2.
Nous avons développé plus haut Péquation identique
m " — &ec. 1 1
2 — A ™7 &c.:.a:——ee+ x — 8 + &e.
suivant les puissances négatives de «; développons-la main-
tenant suivant les puissances positives : pour cela , soient
a—bx + ¢ x* — d x* &c. les derniers termes du polinome
a" — A 2"~' 4+ B 2"~ * — &c. on mettra le premier membre
de Péquation identique sous la forme
—b+2cxr—3dx + 4eax®— &e.
Ga—ba +car—da + et — &
et le développement de cette fraction snivant les puissances
croissantes de x sera de la forme
—P —Q x— R s — 8§ 2 + &c.
ot , en multipliant par le dénominateur , et comparant les
termes, on tronvera :
a P =13
a Q' =b6P —ac. -
aR’::bQ_'—-cP’ + 3d
a S :bR’-—-cQ'+dP’—*4B
&e, :
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ce qui donne une série récurrente, dont ’échelle est
b c d
-, — =, = &
a a’ a
Le second membre de la méme équation étant développé
pareillement suivant les puissances croxssantes de x, donnera
la série

—(= +-l + i + &c.)—(;l;+%+%+&c-)x
_<:13_+B3+ +&c>x+&c.

de sorte qu’on aura par la comparaison

1 1 1

— 4+ — 4+ — + &. =P
a B ¥

_I_+I 1 &e. — O
pr F+F+ c. = Q
1 1 1 ,
;T+ET+?—3+&C-=R
&e. '

Ces formules renferment la loi des sommes des puissances
réciproques des racines.
Ici il est évident que si « est la plus petite racine , soit posi-

. P : . 1
tive ou négative, les puissances —; surpasseront d’autant plus
. o

‘la somme des pareilles puissances des autres racines, que « sera

plus petite que chacune des autres racines 8, 5, &c. Par
conséquent , si T' et V' sont deux termes consécutifs de la

série P/, Q’, R/, &c. le quotient —; approchera d’autant plus

Vl
de la valeur de la plus petite racine réelle de Péquation; que
ces termes seront plus eloxgnes du commencement de la série.
Ainsi cette série servira a trouver la plus petite racine , comme
la premiére P. »Q, R, &c. sert a trouver la plus grande et a
"Végard des racines imaginaires, on prouvera de Ja méme ma-
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niére qu’elles n’empécheront pas I'approximation vers la plus
petite racine réelle , pourva que le carré de cette racine soit en
méme temps plus petit que chacun des prodults réels des racines
imaginaires correspondantes. :
On pourroit donc employer cette méthode d’approximation

- pour chacune des racines réelles d'une équation quelconque,

si on conmoissoit d’avance une valeur approchée a de cette
racine, telle quela différence entre cette valeur et la vraie valeur
de la racine fit moindre en quantité, c’est-a-dire, abstraction
faite des signes, quela différence entre la méme valeur et chacune
des autres racines réelles , et en méme temps moindre que la ra-
cine carrée de chacun des produits des racines imaginaires cor-
respondantes , il y en a, diminuées de la méme valeur; car
alors, en nommant a la valeur approchée de la racine cher-
chée, et faisant x = a 4 p, on aura une transformée en Py
dont la plus petite racine pourra se déterminer par la méthode
précédente ; et cette racine, jointe & la premiére valeur appro-
chée , donnera la racine cherchée. Mais on ne sauroit trouver
les premiéres valeurs qu’en faisant usage des méthodes don-
nées dans le Mémoire ; et ces valenrs étant une fois connues,
il est bien plus exact d’employer la méthode d’approximation
du chapitre IIT : aussi ne suis-je entré dans ce détail sur la
méthode d’approximation tirée des séries récurrentes, que
pour ne rien laisser & desirer sur le sujet dont il s’agit.

Si on veut appliquer la méthode précédente & Pexemple de
Newton , on prendra d’abord la transformée p’ + 6p* + 10p—1
{Note precedente) ; et comme on sait que laracine réelle est moin-
dre que 0,1, il s’ensuit que le prodmt des deux autres racines,

qu'on sait étre imaginaires , sera > 6—_1 > 10, puisque le der-
)

nier terme 1 est le produit des trois racines; ainsi on est assuré
que le carré de la racine cherchée est beancoup moindre que
le produit des deux racines imaginaires. On formera donc la série
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. 10+ 12p + 3p*
récurrente par le moyen de la fraction —1op—1-v6 > -—]-)p3 , et

Yon aura les termes 10, 112, 1183, 12512, 132330, &c. qu’on
peut continuer aussi loin qu’on veut par Péchelle de relation
10, 6, 1; chacun de ces termes, divisé par le suivant, donnera
les fractions ;% , -;:—825 ’ -—————:;58 ‘32 , &c. qui, étant réduites en dé-
cimales, deviennent 0,089, 0,09467, 0,094549, 0,0945515, &e.
Or nous avons vu dans la Note précédente que la méthode de
Newton donne pour la valeur de p la série convergente
0,1, 0,046, 0,09455147, &c. d’ot1 Pon peut juger de accord
des deux méthodes. En effet, nous ferons voir plus bas que ces
méthodes, quoique fondées sur des principes différens , re-
viennent a-peu-prés au méme dans le fond, et donnent des
résultats semblables.

NOTE
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NOTE VIL

Sur la Méthode de Fontaine , pour la résolution des
équations.

Conms on ne fait point usage de cette méthode , qui est
d’ailleurs peu connue, je pourrois me dispenser d’en parler ici;
mais le nom de Auteur et la maniére dont il 'a annoncée,
m’engagent 4 en donner une idée abrégée , et & examiner les
principes sur lesquels elle est fondée. Je Za donne , dit-il , pour
Panalyse en entier que Pon cherche si inutilement depuis l'ori-
gine de Ualgébre. Voyez les Mémoires de I"Académie des
Sciences , pour Pannée 1747, pag. 665.

Cette méthode a deux parties. Dans la premiére, auteur
considére les équations comme composées de facteurs simples,
réels ou imaginaires de la forme ¥ f=a, xraxby —1,
et contenant un certain nombre de quantités réelles positives
et inégales, a, b, c, &c. Il parcourt toutes les combinaisons
possibles des différens facteurs qu’on peut former de cette
maniére, et il cherche pour chaque systéme de facteurs dans
les coefficiens de I’équation, les conditions qui sont propres &
ce systéme, et qui peuvent le distinguer de tous les autres.
Il forme ainsi des tables qui contiennent tous les différens
systémes de facteurs et les conditions qui leur appartiennent;
de maniére qu’une équation quelconque étant proposée , dont
les coefficiens sont donnés en nombres , on puisse tout de suite
reconnoitre quel est le systéme de facteurs dont elle peut étre
composée. Ainsi on saura sur-le-champ combien elle a de racines
réelles inégales ou égales , positives ou négatives, et combien
elle en a dimaginaires avec la forme de chacune desimaginaires,

'V. .
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Pour donner une idée plus nette de ce que je viens de dire,
A ceux qui ne sont pas & portée de consulter le Recueil des
Mémoires de Fontaine , je vais rapporter ici la table des équa-
tions du second degré, avec un précis de la méthode par
laquelle Panteur I'a construite ; ensuite je ferai quelques re-
marques sur cette méthode. .

Dans les formules snivantes, les lettres m, n, et a, b, dé-
signent des nombres ou des quantités quelconques positives , et
Von suppose que @ est toujours une quantité plus grande que &.

(x+a) (x-{-a)............‘......m“—/{n:o
(x+a+ay/ —1) (v+a—ay/—1)—m—2n=0
(x+a) (.v--}-b)...................m’—4n>o

(x+a+by/—1) (w+a—b V_I){ m—4n <0

at4-mxdn=

a4 ma—n= (x+a) (x—0)
(x—a) (x—-—a).\..................m‘—-4n=o
(x—a+ay —1) (w=—a—ay/—1) m'—2n=0
(x—a) (x—B)eevaasrassesenessam’—4n>0
m*—4n <o
(x—a+ by —1) (x-—a—b\/—x){ a0
(x-—-b-]—a\/——x)(x——-b——a‘/-—l) m*—2n<0
—ma—n= (x—a) (x+b)
x4 n = (x+ay/—1) (xz—ay/—1)
at—n = (x4a) (—a)

r—mx4-n=—

On voit &’abord dans cette fable toutes les combinaisons pos-
sibles des différens facteurs , qui ne peuvent étre ici que ¥==a,
z==p,ouxr==aztay/—1,x=azkb y—1etaxdtay —1.

Pour savoir & quelle forme d’équations chaque combinaison
pouvoit se rapporter , on a développé les produits , et onles a
comparés aux équations , en faisant attention que la quantité a
doit étre plus grande que b. Jusques-ld , la méthode n’a de
dificulté que la longueur du calcul; et tout Part consiste &

m'—2n_>>0 .

(x+b+<u/——1) (x+b—a y—1) m*—2n<o
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trouver les caractéres ou conditions propres & chaque com-
binaison. -

Ces conditions sont de deux sortes; les unes sont données
par des équations déterminées, comme m* — & n = 0, 0u
m* — 2 71 == 03 ce sont celles qui ont lieu lorsqu’on suppose
que la quantité b devient nulle,, ou devient égale & a. Elles
ne sont pas difficiles & trouver; car, comme Ces suppositions
détruisent une des deux indéterminées @, b, en faisant la
comparaison des termes résultans du produit des facteurs avec
ceux de équation, on a une équation de plus quiln’y a d'in-
déterminées; de sorte que , par I’élimination, on parvient néces-
sairement & une équation de condition; c’est ainst que les
facteurs égaux (¢ + @) (v 4- @) donnent la condition m*— 4 n=0,

'etquelesf‘acteurs(x—f—a+aV—1)(x+a~aV—x)

donnent m*— 2 = o.

Les autres conditions dérivent de celles-ci, en changeant le
signe d’égalité dans celui de majorité ou de minorité. Elles
résultent de cette considération, que si une fonction'des coeffi-
ciens m et n est nulle lorsque @ = b oud =o0, elle sera plus
grande ou plus petite que zéro lorsque @ sera plus grand que &,
ou b plus grand que zéro.

Ainsi, comme le systéme (x + a) (x + a) peut résulter
de celuici (x 4+ a) (x4 b), en faisant & = « , ou de celui-
ci(zdat+by—1) (x +a—20b V——I),enfaisantb:(),
1a fonction m* — 4 n ;qui est nulle pour ce systéme-la , ne le
sera plus dans ces deux-cij et lon trouve que cette fonction
est positive pour le systéme (x + a) (x+56),et négative
pour le systéme (& 4+ a + b v —1) (x+ a—by —1)

L’auteur suppose comme un principe général que la fonction
qui est nulle dans le cas de la coincidence de deux systémes,
sera toujours plus grande que z€ro dans Pun, et moindre que
2éro dans Pautre, et it détermine par un exemple particulier
celui des systémes ou elle est positive , et’celui ou elle est
négative ; mais cette proposition né peut pas étre admise sang

Ve
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démonstration ; et il y a méme de fortes raisons de douter qu’elle
soit vraie en général.

~ Dans les cas dont il s’agit, on en peut prouver la vérité ; car
le systéme (x 4+ @) (x + &) étant développé , donne
x2*+ (a+ b)x +abs;doncm —=a+ b,n=ab,e{parconsé—
quent m* — 4 = (a— b)*, quantité toujours positive. De méme
le systéme

(#+a+by—1)(z+ta—by —1)=zx+2ax+a + &

donne m =2 @, n =a* 4 8, et m* — 4 n = — 4 b*, quantité’

toujours négative. On peut démontrer de la méme maniére les
-autres conditions pour les différens systémes des équations du
second degré.

L’auteur a appliqué les mémes principes et la méme méthode
aux équations du troisiéme et du quatriéme degré, et il a donné
pour ces degrés des tables semblables 4 celle que nous venons
de rapporter. #7gyez le Recueil de ses Mémoires, imprimé en
1764.

L’étendue de ces tables augmente en proportion du nombre
des combinaisons des différens facteurs; et la recherche des
" conditions propres a4 chaque combinaison ou systéme devient
d’autant plus diflicile , qu’il arrive souvent que les conditions
qui résultent de Pégalité de quelques-unes des quantités
a, b, c, &c. qui sont censées former une série ,décroissante ,
ont heu pour plus d’un systéme & la fois, et qu’il est alors
nécessaire de trouver des conditions-pour distinguer ces mémes
systémes entre eux., v :

L’auteur ne donne aucune régle générale sur cet objet ; il
se contente d’essayer successivement les fonctions les plus
simples des coefliciens m, 7, p, &c. de Péquation , jusqu’a
ce qu’il en trouve une qui soit nulle dans le cas commun a
deux systémes, et qui soit plus grande que zéro dans Pun, et
plus petite que zéro dans Pautre,

Cest ainsi, par exemple, qu’ayant troavé pour ’équation
#'+ mx*+ na + p=oquelesdeux systémes(x +a) (x +b) (% + &)
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et (x ¥a)(v+a) (x+ b) ont la méme équation de
condition
4(m —3n)(—Bmp+n)—=(mn—gp)r=o
il cherche une fonction de la forme A m* + B n, on
Am*+ Bmn+ Cp, on &ec. telle qu’elle soit = o dans le
cas commun de @ = b, et qu’elle soit > o pout le premier sys-
téme, et < opourle second ; il trouve ce]le—m am'—gmn+27p,
qui sallaf'axt a ces deux condmons.

Quoique Pauteur soit parvenu & trouver ces fonctions pour
tous les cas des équations du troisiéme et du quatriéme degré,
on peut douter qu’il soit possible de les trouver en général dans
les équations des degrés supérieurs; du moins il n’est pas
démontré qu’il existe toujours nécessairement des fonctions

qui aient ces propriétés : ainsi la théorie peut étre aussi en

défaut de ce coté.
Au reste, on peut trouver directement les conditions prece—

dentes ; car, si on suppose que ’équation
2+ ma + x4 p=
ait un facteur double (& -+ «)*, il n’y aura qu’a diviser le
polinome &’ + ma® 4+ nx + ppara* + 222 + «*, on
trouvera le quotient £ + m — 2 «, et le reste
(n =o' —2me + 44’)x+p+2¢3—.m¢';
ainsi il faudra faire séparément

3" —2ma4+ n=o0
24 — ma + p=-wo
. . mnp—"
d’out Pon tire “w= 2P "9F
am— 6 n

Cette valeur, substituée dans la premiére équation, donne
(mn—g9p)y+ 4(m—=3n)(3mp—n)=o;.
ce qui est la condition commune aux deux systémes,
Maintenant , comme le quotient # + m — 2 « forme le
facteur inégal de ’équation, onferae = b etm — 2 a = o
pour le systéme (x + @) (a+ &) (v + &), eta=a,m —2a=y
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pour le systéme (& + @) (x + @) (& + b} ; done, puisque par
Ihypothése a > &, on aura pour le premiersystéme r — 2 22> a,
oum—3a> 0, etpourlesecond m — 32 < o

Mais en substituant la valeur de 2, on a

2 m' — g man -+ 27 p

m——5¢: H

m*— 3 n
d’un autre coté, il est facile de s’assurer que, pour les deux
systémes, onam*—3 1> 0; carle systéme (x+a) (x+8) (x +5)
donne m = a + 2 b,n = a + 2 b, comme il résulte du
développement : donc .

m —3n=a —2ab+ b = (a—15b);
et comme pour lautre systéme il n’y a qu'a changer @ en 5,
on aura de méme m* — 3 n= (a— b)*. Donc les conditions
pour les deux systémes seront simplement

2m® — g mn + a7 p > o pour le premier,

am' —qgmn + 27 p < o pour le second,
comme Fontaine I’a trouvé.

Mais les conditions mémes qui résultent de Pégalité de quel-
ques-unes des quantités a, b, ¢, &c. ne sont pas toujours
particulitres aux systémes dans lesquels ces égalités ont lieu,
comme Fontaine le suppose ; ce qui détruit un des principaux
fondemens de sa théorie. ‘ :

Par exemple , il trouve dans le troisitme degré que , pour
P’équation

s 4+ ma*—nx —p=o,
la condition .
N2 m:‘_mn—pzo
est particuliére au systéme
(x—a) (x+a+b‘/—-1)(x+ a—by —1),

et doit le distinguer de tous les autres. Mais j’ai reconnu que
cette condition a lieu aussi pour tout systéme de la forme
(x + a) (x—b) (% + c), qui se rapporte & la méme formule’
&équation , lorsque a 4 ¢ == 3 b; ce qu'on peut aussi prouver
& priori.
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Ainsi , si Pon a Péquation &’ 4+ 2 2* — 54 — 6 = o,
comme elle satisfait & la condition dont il §’agit, puisque en
faisant m =2, n=56,p=6,ona2.8—2.5—6=0,0n
pourroit conclure de la table de la page 546 du Recueil des
Mémoires de Fontaine , que cette équation a trois facteurs
de la forme
(x—a)(x+a+b|/—-1)(x+a——b\/—-l),
et que, par conséquent , elle a deux racines imaginaires, tandis
qu’elle a au contraire les trois facteurs réels

(# + 83)(v—2)(x + 1)

On doit dire la méme chose de la condition

248wt g f 22,8 2P pt 4+ 27,535 q*

+ 24857 np g — F.77 pt + 25 g =0,
que Foutaine trouve ( page 538) pour le caractére commun
des deux systémes )

(x+a) (x—0b) (x—=Dbdcy/—1) (z—b—cy —1),
el{x+a) (s—c) (x—ctby —1)(x—c—by —1)
appartenant a Ja formule

t—na*d+ px—q=o.

Cette condition n’est pas particuliére & ces denx systémes ;

elle a lieu aussi dans tout systéme de la forme

(4 a)(e—1b)(x—c)(x—d)
appartenant a la méme formule d’équations ( page 552 ), pourvu
que Pon ait & 4 d =2 ¢; c’est ce qu’on peut trouver & priori ;
mais ce détail nous méneroit trop loin. '

On peut coneclure de ces observations, ‘qu’il n’est pas tonjours
possible de trouver les conditions qui distinguent chaque
systéme de facteurs de tous les autres, en ne considérant dans
les quanutés a, &, ¢, &c. qui entrent dans ces facteurs s
d’autres rapports que ceux d’égalité ou d'inégalité, suivant Ia
théorie de Fontaine. Mais , quand on le pourroit, le travail
pour les trouver dans les degrés au-dessus du quatricme seroit
LRmense , et ne seroit pas méme ulile pour la résolution numé-
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rique des équations, comme nous allons le montrer en exami-
nant la seconde partie de la Méthode. ’

Dés qu’on aura trouvé , comme P'auteur le suppose, la forme
de chaque facteur de P’équation proposée, il n’y aura plus
qu’a déterminer les valeurs des quantités a, b, ¢, &c. qui
entrent dans ces facteurs, et qu’on sait étre toutes positives
et inégales ; et voici comment il 8’y prend. Il développe le pro-
duit des facteurs, et le comparant a I’équation proposée, il a
autant d’équations qu’il y a d’indéterminées a, 6, ¢, &ec. il
élimine toutes ces quantités, hors deux, qu’il se propose de
déterminer :il a ainsi deux équations entre ces deux quantités;
il fait la plus grande de ces quantités = R «, et la plus petite
= R 8; et éliminant R, il a une équation homogéne en« et &,
dans laquelle il substitue x ¢ +4- ¥ pour «, et z ¢ + u pour 8.

1l suppose d’abord x =1,y =0, z=0,s=1; il a une
équation en ¢, danslaquelle il fait successivement p=1, 2,3, &c,
jusqu’a ce qu’il trouve deux résultats de signe eontraire ; alors
il fait ¢ = A, A étant le plus petit des deux nombres qui ont
donné des résultats de signe contraire: donce = A, =1.

11 fait ensuite ¥ = A,y == 1, z = 1, s = 0; et dans
Véquation résultante en ¢, il cherche de méme deux substitu-
tions qui donnent des résultats de signe contraire : nommant
B le plus petit des deux nombres , il fait ¢ = B; donc
«e=AB+1,8=B.

Il continue de la méme maniére , en faisant » = 4 la derniére
valeur de « , ¥ a avant-derniére , = i la derniére valeur de &,
et z & Pavant-derniére.

Substituant ensuite successivement ces valeurs de = et g
dans Vexpression rationnelle de R qui résulte des deux équa-
tions, on a celles de a et 5, d’autant plus exactement, que les
opérations sur « et 8 ont été poussées plus loin.

Pour en donner un exemple, je vais rapporter celui que
Yon trouve dans les Mémoires de P'Académie de 1747,
page 67a.

Soit
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Soit équation #* — 3 4 + 1 =0, comme elle se rapporte
dlaformule s* — m & + 2, en faisant m =3, n =1, si
on examine les conditions relatives & cette formule dauns la
table donnée ci-dessus , on trouve que celle-ci m* — 4 n =0
a lien; d’ot 'on conclut que les deux facteurs sont de la forme
(# — a) (x —b). On a donc en développant ¢ 4+ & = 3
eta b= 1. .

Soita=aR,b=8R,onauraR (« + B)=3,R*ep=1;
donc R = ﬁs_—? et gapg = (a+ 8); savoir,

@' — 7 a8 4 g = o,

oilonferac==x¢ 4 yetg=12z0 + u.

Soit, 1% a# =1,y =0,z=o0,u=1;donca=90,8=1;

substituant ces valeurs, on a ¢* — 7 ¢ + 1 = o : faisant
?=1, 2, &c. jusqu’a ¢ = 6, on a des résultats négatifs;
mais ¢ = 7 donne le résultat 1 : donc ¢ = 6, donc « = 6,
3
=1, R=-
7

2. 2=6,y=1,z=1,us=o0;donce =609 + 1,8=09,
et Pon a Péquation 5 ¢* — 5 — 1 = 0.
Ici ¢ = 1 donne le résultat — 1, ¢ == 2 donne g: donc ¢ == 1

etde-lie=7,8=1, :g.
3ao=7,y=6,z=1,u=1;doncea=170+ 6,8=0p+ 15
et substituant, on a I'équation ¢* — 5 ¢ — 5 == o. Faisant

#=1,2,8&c.jusqu’d ¢ =5, ona des résultats négatifs ; mais
¢ = 6 donne le résultat 1 : donce = 5; etde-lae =41, 8 =6,

tRe= o insi i
et R = el et ainsi de suite.

Telle est la méthode &’approximation que Fontaine a donnée
sans démonstration dans son Mémoire de 1747 , et quil a
redonnée de méme dans le Recueil de ses Mémoires, Elle
suppose , comme Von voit , que P'on peut toujours, par la substi-
tution des nombres 1 ,2,3,&c. au lieu de ¢ dans les différentes

X
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équations en ¢ , trouver deux nombres qui donnent des résultats
de signe différent ; ce qui, par ce que nous avons démontré
( n° 5 et suiv.), n’a lieu qu’autant que ces équations ont des
racines positives dont la moindre différence est plus grande
que Punité, D’aprés cette considération, il est facile de tronver
des exemples ol la méthode de Fontaine sera en défaut.
Soit, par exemple , Péquation
& — 2 x* — 23 x 4+ 6o = o,
qui se rapporte a la formule &’ — m 5* —n«x + p, en faisant
m =2, n= 23, p = 6o. La table de la page 547 du Recueil
des Mémoires de Fontaine , donne ces trois conditions
b(m+3n) (n+3mp)—(—mn+9p)>o0,
mn—p < 0, m*® — n < 0,
pour le systéme (x + @) (2 — &) (v—c), lesquelles se
trouvant remplies ici, il s'ensuit que ce systéme est celui de
Yéquation proposée.
Pour trouver les trois quantités positives etinégales a, &, ¢, &c.
on comparera le produit des facteurs
2 4+ (a—b—c)a* + (wmab=~ac+ bc)x+ abec
avec Péquation donnée , on aura ces trois équations
a—b—c=—2, —ab-—ac + bo=—23 et gbc= 6o.
Eliminant ¢, on aura ¢ = @ — & — 2, et les deux autres
équations deviendront
@ —ab+ b +2(a—0b)=23,
(a—b)ab + 2ab=060;
¢t faisant a = 2« R, 6 = g R, on aura
R(e"—ep+£)+ 2R (2a—p8)=
R:(a —B)apg + 2 R*apg = Go.
Enfin, éliminant R, on aura une équation homogéne du
sixitme degré en « et g8, réductible & cette forme
{20 («* 4 8*) — 41 2B)(15 (a* + 6*)—3b « ) (12 (s*+ ) 425 2 8)=0.
Maintenant on fera , suivant Fontaine , « = x ¢ + ¥,
B=2z0¢ + u, et on sopposera dans ka premiére opération
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x=1,y=0,2 =0,u=1;ce qui donne e« =¢,=1:
Péquation sera donc
(20 (ot 4 1) —419) (15(e* + 1)—3B42) (12(*+ 1) + 15¢) =0,
et il faudra faire successivement ¢ =1, 2,3, &c. jusqu’a ce
que Pon trouve deux valeurs de ¢ qui donnent des résultats
de signe contraire, ce qui n’arrivera jamais , les résultats étant
tonjours positifs, comme il est facile de s’en convaincre par la
simple inspection de Péquation. Ainsi la méthode sera en défaut
dés la premiére opération.

1 est aisé de voir qu'on ne peut avoir de résultats négatifs
qu’'en donnant & ¢ une valeur intermédiaire entre 1 et s, Par
exemple, en faisant ¢ = f, on trouve le tésultat — Lgl—blﬁ,
mais cela est contraire a Pesprit de la méthode de Fontaine,
qui suppose que « et @ sont toujours des nombres entiers,
D’ailleurs, si on vouloit admettre pour ¢ des nombres fraction-
naires , il seroit bien plus simple d’opérer immédiatement sur
’équation proposée , en cherchant deux valeurs de Pinconnue
qui donnent des résultats de signe contraire ; mais la connois-
sance de la forme des facteurs, qui est ’objet des tables de
Fontaine , devient inutile pour cette recherche, ef la difficulté
du probléme demeure en son entier.

Nous remarquerons encore que, puisque dans la premiére

. . @ a , . .
opération on fait ¢ = 273" Péquation en ¢ sera toujours,

' genera}ement parlzmt, d’un degré plus haut qué l'équation

proposée ; car si @ et b sont deux racines réelles , les racines
de Péquation en p.seront tous les quotiens qu ’on peut former
en divisant une racine par autre; de sorte que st m est le
degré de la proposée , m (m — 1) sera celui de Péquation
en ¢, laquelle sera dailleurs nécessairement du genre des
recxproques.

Mais si @ étant une racine réelle , b étoit la partie réelle de

X 2
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T a . . .
deux racines imaginaires , alors 7 Seroit le quotient d’une racine

divisée par la demi-somme de deux autres racines, et ’équation
(m — 1) (m — 2)
2 .

Au reste,, comme équation en « et £, que Uon trouve par

le procédé de Fontaine, est nécessairement une équation homo-

. , m
en ¢ seroit du degré

X . 3
géne, elle n’a, 4 proprement parler, qu’une seule inconnue rt

et la substitation de x ¢ + y 4 la place de =, etde z¢ + u &
re +y
z ¢ + u
la place de 'inconnue de cette équation ; or cette formule est
Texpression générale des fractions convergentes qui résultent
d’une fraction continue, dans laquelle ¢ représente successi-

Ia place de 8, revient & substituer immédiatement

N . y =
vement les dénominateurs de cette fraction, et 0 o sont les
<

x o+ y
z¢ 4+ u'
comme il résulte de la théorie connue des fractions continues.
Ainsi il paroit que Fontaine a‘cherché exprimer le rapport
entre les quantités = et 8, qui est le méme que celui entre les
quantités @ et b, par les fractions convergentes dépendantes
des fractions continues; mais la difficulté consiste 4 déterminer

deux fractions successives qui précédent la fraction

.oa ,
les valeurs de ¢ lorsque la fraction 3 n’est donnée que par une

¢quation. #oyez ci-dessus la Remarque IV (n°. 78 ).

Je me suis un peu étendu sur Panalyse de la méthode de
Fontaine , parce que je ne connois jusqu’a présent que deux
Auteurs qui en aient parlé , d’Alembert dans ’Encyclopédie , an
mot Eguation , et Condorcet dans I'Histoire de ’Académie des
Sciences pour les années 1771 et 1772, et que 'un et Pautre se
sont contentés de jeter des doutes sur cette méthode, sans
donner les moyens de Papprécier,
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NOTE VIIL

Sur les limites des racines des équations, et sur les
caractéres de la réalité de toutes leurs racines.

L 2 recherche des limites des racines est le premier probléme
qui se présente dans la théorie des équations, aprés celui de
leur résolution générale. Comme cette résolution est bornée
jusqu’ici au quatriéme degré, et comme il est démontré, par la
considération des fonctions des racines, que si elle est possible
au-deld de ce degré, ce ne peut étre qu’en résolvant des équa-
tions d’'un degré beaucoup plus élevé; ce qui donneroit des
expressions intraitables par leur complication: on peut dire
que c’est du probléme des limites que dépend maintenant
tout Part de résoudre les équations. En effet , dés qu’on a
trouvé des limites particuliéres pour chaque racine , on peut
les resserrer par des substitutions successives , et approcher
ainsi de la valeur de la racine autant que Pon veut. -

On a senti avant la fin du siécle dernier la nécessité de s’oc~

‘cuper de ce probléme, et dés qu’on eut trouvé que Péquation,

formée en multipliant chaque terme d’une équation donnée par
Pexposant de son inconnue, renferme les conditions de Pégalits
des racines de la proposée , on découvrit bientdt que les racines

de cette méme équation ainsi formée étoient les limites de celles

de Péquation primitive. On sait que Hudde est Pauteur de Ia
premiére de ces deux importantes découvertes ; et je crois que
la seconde est due & Rolle , qui ’a donnée dans son Algébre ,
imprimée en 1690, et qui en a fait la base de sa méthode desg
Cascades. Suaivant cette méthode , les limites des racines d’une
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équation dépendent d’une équation d’un degré inférieur d’une
unité, et les limites des racines de celle-ci dépendent de méme
d’une autre équation d’un degré moindre d’une unité, et ainsi
de suite ; de sorte que, pour parvenir aux limites des racines
de P'équation proposée, il faut résoudre des équations diffé-
rentes et successives , qui vont toujours en baissant d’un degré.
Voyez I’ Analyse démontrée de Reyneau, ol cette méthode est
exposée avec beaucoup de détail. Mais la longueur du calcul
qu'elle demande, et Pincertitude qui nait des racines imagi-
naires, ont fait abandonner depuis long-temps ; et on auroit
peut-étre été obligé de renoncer & avoir une méthode générale
pour résoudre les équations, si on n’avoit pas trouvé, pour
déterminer les limites des racines,, un moyen indépendant de la
résolution de toute équation , comme on I’a vu dans le Chapitre
premier et dans la Note IV®,

La considération des maxima et minima des lignes parabo<
liques a conduit Stirling & une méthode pour déterminer le
nombre et les limites des racines réelles du troisi¢tme et du
quatriéme degré , laquelle a été généralisée par Euler dans son
Calcul différentiel, Cette méthode revient a celle de Rolle dans
le fond; mais elle embrasse également les racines réelles et les
racines imaginaires , et pourroit fournir des formules générales
pour distinguer ces racines dans les équations du cinqui¢me
degré, au moyen des racines du quatriéme.

La méme considération a fait trouver & de Gua une méthode
pour déterminer les caractéres de la réalité de toutes les racines
d’une équation quelconque. ( Mémoires de I’.Académie des
Sciences , annde 1741 ).

Nous avens vu que ce probléme peut se résoudre aussi par
le moyen de P’équation, dont les racines sont les carrés des
différences entre les racines de 1’équation donnée ; mais cette
solution est fondée sar la forme méme des racines imaginaires ,
aa lieu que la théorie de de Gua est indépendante de cette
forme ; et sa méthode a de plus Pavantage de n’exiger que
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le calcul d’¢quations de degrés inférieurs & celui de Iéquation
proposée.

Comme ces différentes méthodes sont intéressantes par elles-
mémes, et encore plus par I'usage dont elles peuvent étre dans
plusieurs occasions , j’ai cru qu’on seroit bien aise de les trouver
ici réunies , et déduites d’'une méme théorie , fondée unique-
ment sur les premiers principes de Panalyse des équations,

Soit en général F x une fonction rationnelle et sans diviseur,
telle que

a4+ Aa" 4+ B a4 Cam-t + &e. 4 V;
si on nomme «, 8, 5, &c. les racines réelles de Péquation
F & = o, c’est-a-dire les valeurs de z qui peuvent satisfaire
& cette équation, on aura Péquation identique
Fao=(zx—a)(os —p)(x — ¥leeioo X fa,
S x étant une Pareiﬂe fonction de x, mais d’un degré moindre
que m, et qui ne pourra jamais devenir nulle nj négative
quelque valeur qu’on donne & « ( Note II ). R
Cette équation devant avoir lien, quelle que soit la valeur

de », elle aura lien aussi en mettant x + i ala place de
quelle que soit la valeur de i ; donc » développant les fonctions’
suivant l?s puissances de 7, il faudra que tous les termes affectés
d’L'me meme puissance de i se détruisent mutuellemem; ce
qui doxme‘ra encore autant d’équations identignes qu’on: pourra
trouver ainsi par le développement actuel. Mdis comme ceg
nouvelles équations ne sont antre chose que celles que nous
avons'appelées dérivées dans la Théorie-des Sfonctions , nous
e.mplolerons ici, pour plys de simplicité , la-neotation et Palgo-
rithme de cette théorie ; et Papplication que nous allons en faire
aux équations fournira un mouvel exemple de son usage dans
Yalgéhre, dont elle west. proprement qu’ane branche,

Désignons , pour abréger, par ¢ & la fonction .

B (» — a) (#— p) (& — 5) (2 —~ ¢)eenen.
on aura I'équation identique F # = ¢ » > S ®; ¥ou Yon
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tirera sur-le-champ Péquation dérivée
F’x:p’xxfx+¢x><f'x;
et Pon trouvera .
¢ x=(x—8)(xr—>)) (x——J‘). eee (x——u) (x——y) (x-—J‘) ees
+(v—a) (@ —8) (x—d)e..\ & (#—a) (x—8) (®—2).e..
4+ &e.

Supposons que les racines « s By v, &c. soient rangées par
ordre de grandeurs, en commengant par les plus grandes posi-
tives, et finissant par les plus grandes négatives. Il est facile
de voir, par 1a nature de la fonction ¢’ x, qu’en faisant & — «
on aura ¢’ ¥ > 0, qu’en faisant & == 8, on aura ¢’ x < o, qu’en’
faisant ¥ = 9, on aura ¢ x > 0, et ainsi de suite. D’un autre
c6té, en faisant ¥ = «, 8, 5, &c. on a tonjours ¢ & = o,
et f ¥ > o, par la nature de ces fonctions. Donc

x# = « donnera F/ « > o

& = Bieees. FFx < 0

X = Yeresees s F x> 0
et ainsi de suite.

Or, en prenant la fonction dérivée du polinome F x,o0na
Ve=ma" '+ (m—1)Az""* 4 (m—2)Ba""° 4 &c. 4+ T;
do.nc Péquation F' x = o, qui est du degré m — 1, aura néces-
sairement des racines réelles qui tomberont entre les valeurs
des r’a'cmes 2etf, Bety, 5 et &, &c. (Note I'*).

Désignons par «,, 8, , 3, » &c.lesracines réelles de l’équation
F' x = o, et 'on démontrera de la méme maniére que

& = «, donnera F” v > o

X = Brecesseee. F v <0

T = yeeeeree . M 2 > 0
et ainsi de suite,

D’ou il s’ensuit que Péquation F” x = o, dans laquelle
Fe=m(m—1)a" 4+ (m—1) (me—2)A g%
+ (m—2)(m—38)Ba"* 4 & + 2 S,
aura aussi des racines réelles qui tomberont entre les valeurs

des racines «, et g, » B et y,, &c. et ainsi de suite,

’ I
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Il résulte de ces formules , différentes conséquences que nous
allons développer. ‘

Si Péquation primitive F & = 6 a deux racines égales , Péqua-
tion dérivée F’ & == o aura une racine qui, devant tomber entre
ces deux , leur sera encore égale ; par conséquent , le facteur
qui contiendra cette racine , sera un diviseur commun des deux
polinomes F x et ' & ; ce qui est d’ailleurs évident , parce que
le polinome F x contenant le facteur carré (& — « ), le poli-
niome F’ x contiendra encore le facteur simple # — «. Ainsi
Péquation F' # = o renferme la condition pour qu’'une des
racines de Péquation F # = o soit double.

Oan prouvera de la méme maniére que, si Péquation Fx =o
a trois racines égales, le factenr qui contiendra cette racine
sere un diviseur commun des trois polinomes Fx, F x et F'x,
et que les deux équations F' & = o, F/ x = o contiennent les
conditions pour que I’équation F & = o ait trois racines égales,
et ainst de suite ; ce qui donne les théorémes connus sur les
racines égales. ‘

Considérons d’abord les racines réelles de Péquation F x == 0,
en tant qu’elles peuvent étre positives ou négatives , et suppo-
sons qu’elle en ait un nombre p de positives, et un nombre ¢
de négatives. Donc Péquation F' £ = o aura nécessairement
p — 1 racines réelles positives , ¢ — 1 racines réelles négatives,
et de plus une racine réelle qui pourra étre positive ou néga-
tive ; car puisque , entre deux racines consécutives de I'équa-
tion F ¥ = o, il en tombe nécessairement mne de 'équation
F'x = o; il ex tombera p — 1 positives entre les p positives,
g — 1 négatives entre les ¢ négatives, et une entre la plus
petite positive et la premiére négative , qui pourra étre positive
ou négative, '

Donc, si Péquation F # = o a plus de racines positives que
Péquation ' = o, elle ne peut en avoir qu’une de plus, et si
elle a plus de racines négatives que eelle-ci, elle n’en peut avoir
qu'nne de plus, -

Y
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Or, comme toute équation a toujours un nor.nbre pair ou
impair de racines positives , suivant que son dern}er terme est
positif ou négatif ( Note I1), il s'ensuit que si les dern:ers
termes sans x des équations F & = 0, ¥’ x = o, sontde méme
signe , ’équation F x ne pourra pas avoir une racine positive
de plus que ’équation F' ¥ = o; donc, dans ce cas, elle‘ me
pourra avoir qu’une-racine négative de plus que cette dernlt?re
équation , et par conséquent aussi elle ne pourra avoir une racine
positive de plus que celle-ci, que dans le cas ou les derniers
termes des mnémes équations seront de signe diﬂ'érent..

Donc en général ’équation F & = o ne pourra avotr qu’une
racine positive ou négative de plus que I’équ.atxon F & =0,
suivant que leurs derniers termes seront de signe différent ou
de méme signe. Par la méme raison, I’équation F' ¥ = o ne
powrra avoir qu’une racine positive ou nég‘z’xtive de plus que
Péquation F” » = o, suivant que leurs dernxfzrs termes seront
de signe différent on de méme signe, et ainsi de suite.

Or on voit, par les formules ci-dessus, que le dernier terme
de P’équation F # = o est V, que le dernier terme de ’équa-
tion F/ x = o est T, que le dernier terme de 'équation F* @=0
est 2 8, et ainsi de suite ; de sorte qu’en prenant ces équa-
tions & rebours, la (m — 1 )™ aura pour dernier terme

2.3....(m—1)A, la (m—2)™ aura pour dernier terme
2.30000 (m—2) B, la (m— 3)™ aura 2.3....(m—3) C
pour dernier terme, et ainsi de suite. Mais la ( m — 1 )™ équa-
tion ou F (»—%) & = o, devient

2.5.4esemx + 1.2.3....(m—1) A = o,

qui a, comme Pon voit, la racine positive ou négative — e

‘suivant que A est négatif ou positif. Donc la (m — 2 )™ équation
ne pourra avoir une racine positive ou négative dek plus que
celle-ci, qu’antant que B sera de différent ou de méme signe
que A. De méme , la (m — 3 )™ équation ne pourra avoir une
racine positive oun négative de plus que la (m — a)*=¢, qu’autant
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que C sera de différent ou de méme signe que B, et ainsi de
suite. : :

D’oli 'on peut conclure que Péquation F 2 = o, ou .

a4+ As" '+ Bam® 4 Cua™f 4 &e. 4+ V=0
ne peut avoir plus de racines positives ou négatives quil y a
dans cette équation de termes consécutifs de différent ou de
méme signe , c’est-a-dire que de variations ou de permanences
de signes; par conséquent, si Péquation a toutes ses racines
réelles , elle aura précisément autant de racines positives que
de variations, et autant de négatives que de parmanences,

Clest-1a le fameux théoréme de Descartes s que les Anglais
attribuent & Harriot, et dont on a différentes démonstrations
données par De Gua dans les Mémoires de Paris » par Segner
et Epinus dans ceux de Berlin, par Kestner,dans le Commen-
taire sur PArithmétique de Newton, &c. Fai rapporté la pré-
cédente, parce qu’elle découle naturellement de notre analyse;
cependant la plus simple de ces démonstrations est celle que
Segner a donnée dans les Mémoires de Berlin de Pannée 1756,
et quil avoit déji donnée en 1718 dans une letire imprimée
a Jena. Elle consiste simplement a faire voir qu’en multipliant
une équation quelconque par x — a » on augmente d’une unité
le nombre des variations de signe , et qu’en la multipliant par
¥ + @, on augmente le nombre des permanences
spit la valeur des coefficiens de Péquation.

Nous allons considérer maintenant les racines de I’équa-
tion F x = o comme réelles on imaginaires.

Soient, comme ci-dessus, «, 8, 3, &c. les racines réelles
de Péquation F x = o, et o5 B,y ¥: 5 &c. les racines réelles de
Péquation F' » — 0, ces racines étant rangées par ordre de
grandenr. Je di_s que des racines a, By 7, &c. il ne peut y en
avoir qu’une qui soit plus grande que «,, qu’une qui tombe entre
2, et B, , qu’une qui tombe entre 8, ety,, et ainsi de suite; et enfin
une sfeule plus petite que Ia plus petite desquantitése, , 8, 9, ,&e,
carsieet £, par exemple , étoient 4 la fois plus grandes que o, ,

Y a

s quelle que
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comme entre les deux racines « et 8 il doit tomber nécessai-
rement une racine de I'équation F' x = o, cette racine seroit
alors plus grande que «, ; done =, ne seroit plus la plus grande
des racines de ' & = o, comme on le suppose. De méme, s
deux racines 8 et 3 tomboient 4 la fois entre les deux «, et 8,,
comme entre 2 et 3 il doit nécessairement tomber une racine de
Péquation ¥’ x = 0, cette racine tomberoit aussi entre «, et 8,,
contre Phypothése , puisque celles-ci sont supposées se suivre
relativement 3 leur grandeur , et ainsi de suite. Enfin si plusieurs
des racines «, 8,7, &c. se trouvoient plus petites que la plus
petite des racines «,, 8, , 7, , &c. comme il tomberoit nécessais
rement entr’elles des racines de ’équation F' x = o, cesracines
seroient donc encore plus petites que la plus petite des mémes
Tacines «,, 8, , 9, » &c. ce qui ne se peut.

Or, puisqu’on a en général

" Far=(z—a)(x—8)(x—19)ece. X fx,

il est clair qu’en substitnant «, an lieu de x, si aucune des
racines «, 8, 3, &c. n’est plus grande que «,, la valeur de
P & sera positive ; et sila seule racine « est plus grande que =, ,
la valeur de F x deviendra négative , puisque , dans le premier
oas , tous les facteurs simples seront positifs, et que, dans le
second, il n’y en aura qu’un de négatif', le polinome f «x con-
servant toujours une valeur positive.

Sapposons ensuite qu’on substitue 8, au lien de x, et si
aucune des racines «, 8, 3, &c. ne tombe entre «, et By
cette substitution donnera une valeur de F x de méme signe
que la substitntion de « ; mais elle donnera une valeur de signe
contraire si une des racines tombe entre «, et 8,. Car il est
visible que tout produit , comme (2, — «) (8, — 2 ) est toujours
nécessairement positif', tant que la quantité « est a la fois plus-
grande ou plus petite que chacune des quantités «, , 8, ; qu'au’
contraire, il est nécessairement négatif st la quantité « se trouve
entre les deux quantités e, et 8,, c’est-d-dire plus grande que’
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I'une d’entr’elles et plus petite que Pautre. Or, la substitution
de 2., aun lieu de x dans F x, donne

(¢ —a) (¢, —B8) (2, — ¥)evee X fa,,
et la substitution de 8, au lien dé x dansla méme fonction, donne

(8, — d‘) (B, —8) (ﬁ. - 3’)""']03'5
donc le produit de ces deux quantités; savoir, la valeur de
Fa < Fg,, sera de la forme
(”'_ ) (B—a=) ("‘n"‘" #) (B!—E) (“!"’7) (Bx—")' eee X fd’f ><fB,.
Donc ce produit sera positif si aucune des quantités «, 8, 3, &c.
ne tombe entre les quantités «,, 8, ; et il sera négatif si une
seule des quantités «, 8, 3, &c. tombe entre les quantités «, , 3, )
puisque les quantités £ «, et £8, sont toujours essentiellement
positives; par conséquent , les valeurs de F «, et de F g, seront
de méme signe dans le premier cas, et de signe différent dans
le second.

On démontrera de la méme maniére que la substitution
de 9, au lieu de x dans F &, donnera un résultat de méme
signe ou de signe contraire & celui de la substitution de g, ,
suivant qu’aucune des racines «, 8, 5, &c. ne tombera entre
@, et ¥, ou qu'il en tombera une , et ainsi de suite.

Enfin, si on désigne par v, la derniére en grandeur des racines
@5 8.y ¥y &c. on trouvera, par Pexpression de F x en facteurs,
que le résultat de la substitution de v, au lieu de & dans F = ,
sera positif ou négatif, suivant qu’aucune desracines «, 8, 5, &c..
ne sera plus petite que v,, ou qu’il y en aura une plus petite
que v, , le nombre de ces racines étant pair; et que, lorsque.
ce mombre sera impair, le méme résultat sera, au contraire ,
positif ou négatif, suivant qu'une des mémes racines sera plus
petite que v,, ou qu’aucune d’elles ne sera moindre que v,
Or comme le nombre des racines imaginaires est tonjours pair,
le nombre des racines réelles « s B ¥, & de Téquation -
F x = o0, sera nécessairement pair ou impair , snivant que le
nombre total des racines, c’est-a-dire le degré m de ’équation,
sera lui-méme pair ou impair.
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Qn pourra donc toujours juger de la nature des racines ’une
équation quelconque de degré m , F & = o par celles de
Péquation dérivée ¥’ x = 0, qui est toujours ’an degré moindre
d’une unité. Car ayant les racines réelles «, y By, &eo v, de
celles-ci, qu’on suppose rangées par ordre de grandeur, il 0’y
Jaura qu’a les substituer successivement , au lieu de x, dans
P’équation proposée ; et on en conclura, 1°. qu’elle aura ou
n’aura pas une racine plus grande que «, , selon que F «, sera
< ou > o.

2° Qu’elle aura ou n’aura pas une racine comprise entre
«, et 8,, selon que I' 8, sera de signe différent ou de méme signe
que F «,.

3°. Qu’elle aura ou n’aura pas une racine comprise entre
8. et ¥, selon que F y, sera de signe difiérent, ou de méme
signe que F g, et ainsi de suite.

Et qu’enfin elle aura ou n’aura pas une racine plus petite
que v,, selon que v, sera positif ou négatif dans le cas de m
impair , et négatif ou positif dans le cas de m pair.

Ainsi on connoitra.par ces régles , non-seulement le nombre
des racines réelles de la proposée , mais encore leurs limites ;
et si on veut compléter ces limites & I’égard des racines plus
grandes que «, ou plus petites que v, , il 0’y auroit qu’d cher-
cher encore , par les méthodes du n°. 12, les limites des racines
positives et des racines négatives de I'équation proposée.

Nous remarquerons ici, 4 "occasion desrégles données dans ce
numéro d’apreés Newton et Maclaurin, pour trouver ces limites,
que Rolle les connoissoit déja, comme on le voit par les cha-
pitres V et VI du second livre de son Algébre.

Nous avons supposé jusqu'ici que équation proposée pouvoit
avoir des racines imaginaires mélées avec les réelles; exami-

nons présentement ce qui doit résulter de la supposition que

toutes ses racines soient réelles.
1l est d’abord évident que I'équation F » = o du degré m,

aura m racines réelles , et que équation dérivée ' # = o du-
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degré m — 1, aura aussi nécessairement m — 1 racines réelles,
puisque , entre denx racines réelles consécutives de I'équation
F x = o, il tombe toujours une racine réelle de V'équation
F' # = o. Par la méme raison, la seconde équation dérivée
F” x = o aura aussi nécessairement toutes ses racines réelles,
et ainsi de suite.

Ainsi la premiére condition pour qn’une équation ait toutes
ses racines réelles, est que ses équations dérivées aient anssi
toutes leurs racines réelles ; mais celles-ci pourroient avoir
toutes leurs racines réelles, sans que I’équation primitive en
elit aucune.

Supposons donc que les m — 1 racines a,, 8, , 9, , &c. de
Péquation ' & = o soient toutes réelles, et voyons quelles
sont les conditions nécessaires pour que les m racines 2y8,9,&c,
de Péquation F & = o soient aussi nécessairement réelles,
Puisque nous avons démontré en général que les racines
réelles de I'équation F x == o ne peuvent tomber plus d’une
4 la fois dans chaque intervalle entre deux racines consécu-
tives de équation F' v = o, et qu’il ne peut y en avoir
aussi qu’une plus grande et une plus petite que la plus grande
et la plus petite de cette équation il est encore évident que,
lorsque ses racines sont toutes réelles, et au nombre de m,
elles doivent nécessairement &tre telles que « soit plus grande
que «,, que £ tombe entre «, et 2, , que » tombe entre g, et Py
et ainsi de suite. Au contraire, si elles n’étoient pas toutes
réelles, comme le nombre des réelles ne pourroit alors surpas-
ser m — 2, et seroit, par conséquent , moindre que celui des
racines «,, 8,, %, , &c. il est visible que la méme disposition ne
pourroit plus avoir lieu , et qu’il y aurojt nécessairement quelque
intervalle entre ces derniéresracines , dans lequel il ne tomberojt
aucune de celles de Péquation F x = o0, ou au moins qu’aucune
de celles-ci ne seroit plus grande ou plus petite que la plus
grande ou la plus petite des racines 2, , 8,5 7, » &e.

Donc, par ce qui a ¢été démontré ci-dessus , si on substitue
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successivement au liew de x dans F & toutes les racines

¢,y B,y , &C. Oon aura nécessairement dans le premier cas
Fa <o, Fﬂx>0,'F7,<0, &ec.

et, dans le second cas, il y aura une ou plusieurs de ces condi-

tions qui n’auront pas lieu.

D’un autre cbté, en substituant successivement les mémes
racines «, , B, 7. , &c. dans la seconde fonction dérivée F” x,
on aura toujours , comme on I’a vu plus haut, )

¥ a >0, Fpg <o, F 9 >0, &c
Donc, en combinant ces conditions avee les précédentes , on
en conclura que, lorsque les racines de I’équation donnée
T x = o sont toutes réelles, les quantités F 2, X F" «,,
F B, =< F'a,Fy x F 3y, &c. seront toutes négatives, et
qu’au contraire il y en aura nécessairement de positives si I'équa-
tion dennée a des racines imaginaires.

On auroit le méme résultat si on considéroit les quotiens

%, }%‘—, &c. et en général des fonctions de la forme

: :

M (Fa, ) (Fa ), M(FB ) (Fa), &ec. M étant un coeffi-
cient positif ou une fonction quelconque essentiellement posi-
tive, et , v des nombres entiers impairs positifs ou négatifs.

Or,sionfait Fa < P’z =y, ou en général M(F x)* < (F'w) =y,
et qu'on élimine ensuite x au moyen de Péquation ' x = o,
dont les racines sont «,, f;, 7, &c. on aura une équation

- en y du méme degré que cette équation , et dont les racines
seront les valeurs de y , qui résultercient de la substitution

successive des racines «,, 8,, 7., &c. & la place de x. Donc,
si ces valeurs sont toutes négatives, Péquation en y n’aura
que des racines négatives , et par conséquent tous ses termes
auront le signe plus, Et réciproquement si tous les termes de
cette équation ont le signe plus, elle n’aura que des racines

négatives, et les valeurs de y seront toutes négatives.
On peut conclure de-1a que les caractéres de la réalité des
racines de Péquation F x == o, sont qie Véquation dérivée
' Fa
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F & = o ait toutes ses racines réelles, et que P’équation en y
résultante de élimination de x, au moyen de cette dernisre
€quation et de Péquation F & X F'x =y, ou M (Fa)* (F'w)y =y
ait tous ses termes positifs. ’
En appliquant les mémes raisonnemens & Péquation dérivée
, .
F' x == 0, on en conclura aussi que les caractéres de la réalits
de ses racines, sont que la seconde équation dérivée F/ & — o
ait toutes ses racines réelles, et que Péquation en y résultante
iy e
de P'élimination de «, par.le moyen de celle-ci et de Péqua-
.y .
tion F'a X F" & = g, ait tous ses termes positifs , et ainsi de
suite.
l?onc enfin , pour avoir tous les caractéres de la réalité des
racines de Péquation F x = o, on fera, 1°. y=Fx x<xFx
ye - ’
et on éliminera «, an moyen de P'équation F' x == o on aura
la premiére équation en y.
2% On fera y = F/ F élimi
y=Fax x, et on éliminera x , an moyen

3 L 7
de I'é¢quation F” » = 0; on aura la seconde équation en y.
3. 0O — 17 i Slimi
nferay =F » x F X,0uy = ———, et on élimi~
F7 g

nera x, au moyen de I'équation F/ » = 0; on aura la troisiéme
equation en ¥ ; et ainsi de snite,
) Ces €quations en y seront au nombre de m — 1, si Péqua-
;1011 primitive F & = o est du degré m, parce que la mo=
onction dérivée de F x sera constante » €t ne contiendra
plus x. ‘
, C_e]; Posé, les caractéres-de la réalité des racines de Péqua-
10 = 2 1 A
djﬁg .tr = 0 se réduiront & ce que tous les termes de ces
er . v . . A} M A
lifférentes equatufns €n y soient positifs , c’est-a-dire du méme
mg(l;e .(}ue Ie.premler dans chaque équation. '
| fr»l est alsg de voir que Péquation F o = o étant du degré m,
es tgnctions dériyve i
e ,rés . erivees F' », ¥ =, &e. seront successivement
Berontg 'de'—— 1, m— 3, &ec. et que les équations en y
aussi de ces mémes degrés ; elles fourniront y Par consé-
uen itl
quent, chacune antant de conditions : de sorte que le nombre

Z
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total des conditions sera m — 1 + m—2 + m — 3 4 &e.
ou 1 +2+3+&c.+m—1:—7?—(i2————1). Ainsi le
nombre des conditions qu’on a par cette méthode, est encore
égal & celni qui résulte de I'équation des. différences; ce qui
est d’autant plus remarquable, que, dans les équations du
troisiéme et du quatriéme degré , les conditions de la réalité
des racines sont réductibles & un moindre nombre , comme on
Ya va (n° 37). :

Mais la méthode précédente a-cet avantage, que les condi-
tions trouvées pour la réalité des racines des équations d’un
degré quelconque , peuvent servir pour tous les degrés plus
élevés ; ce qui n’a pas lieu a égard de celles qui résultent des
¢équations des différences. Ainsi on pourroit facilement cons-
truire des tables qui contiendroient successivement les carac-
téres de la réalité de toutes les racines , en commengant par
Péquation du second degré, et remontant successivement aux
¢équations plus élevées. .

Pour donner un essai de ces tables , nous commencerons par
la fonction la plus simple de x-, qui est x° ou 1, que nous
désignerons par X , et nmous remonterons successivement aux
fonctions primitives, que nous désignerons par X,, X, X , &ec.
en sorte que X sera la fonction dérivée de X,, X, la fonction
dérivée de X, et ainsi de suite. Nous aurons ainsi , en multi-
pliant ces fonctions parles nombres 2,3, 4, &c. pour éviter les
fractions , et ajoutant successivement les constantesA,B, C, &e.

X =1 '
2X, =2+ 2Ax% + B
=2 + 3 A2+ 3Bax +.C
234 Xp=2a'+ 4Aa"+ 6B24+4Cax + D
&e, - -
Maintenant , pour 'équation du second degré,.
5+ 2Ax + B=o,
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onferay =2XX,=2"4+ 2 A v 4 B; et on éliminera &,
au moyen de I’équation X' = o, ou # + A = o, on aura
Péquation en y

Yy 4+ A*— B =o.

Donc A* — B > o sera la condition de la réalité des racines
de P’équation proposée.

Pour P'équation du troisiéme degré,

2 +3Aa*+3Bx+ C=o0,

on aura d’abord la condition précédente; ensuite on fera
y=12.3X X, ; savoir,
y=(s+A) (& +3A2*+3Bx+ C) )

=at+ 4A2" +3(A*+B)a*+ (3AB+C)a+ AC,
et on éliminera x , au moyen de l’éduation X, = o, ou
a* 4+ 2 Ax + B = 0; on trouvera cette équation en y du
second degré

y+2(Aa—b)y+a*B—2abA + b =o,
en faisant pour-abréger

a=2A"—3AB + C
b=A'B—2B 4+ AC;
ainsi on aura de plus ces deux conditions
Aa—b>0, a*B—2abA + b > 0.
Pour Péquation du gunatriéme degré
*+ 4A5 + 6Ba”+ 4Coxr 4+ D =o,

on aura d’abord les trois conditions précédentes ; ensuite on
fera
7y=(s"+2A0+B) (2*+ 4A2" + 6Ba*+ 4Cx + D)
et on éliminera « , au moyen de I’équation X,, == 0, ou
%+ 8A %+ 3Bx + C=o0, onaura une équation en y dg

_ troisi¢éme degré, qui, étant représentéepary’+My* + Ny 4+ P= o,

donnera de plus les trois conditions

M>o0, N>o0, P>o,

et ainsi de suite.
Au reste, nous ne devons pas aublier une trés-belle consé-
Z a
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quence que de Gua a tirée de sa théorie ; voici en quoi elle
consiste.

Si, dans équation F x = o, on substitue a + z 4 Ia place
de x, on a, par la formule du développement des fonctions,
la transformée

Fla , Fa
2% 2.3 z
dont on peut faire disparoitre un terme quelconque , contenant,
par exemple , la puissance z”, en déterminant ¢ de maniére
que 'on ait F* @ = o. Or, nous venons de voir que si toutes les
racines de Iéquation F & = o sont réelles, les valenrs de
F'~' 2 et F"*' & sont nécessairement de signes contraires pour
tontes les valeurs de & qui résultent de Véquation F* & — 03
donc aussi les valeurs de F*~* a et de F**+' g seront de signes
contraires pour toutes les valeurs de e résultantes de Péqua-
tion F* @ = 0. D’ou il s’ensuit que si on fait évanouir un terme
- quelconque de la transformée en z, les deux termes voisins
auront nécessairement des signes différens, si la proposée a
toutes ses racines réelles ; par conséquent , elle aura des racines
imaginaires , si les termes voisins de celui qui disparoit ont les
mémes signes ; et de-1a on peut conclure aussi que toute équa-
tion 4 qui il manque des termes » @ nécessairement des racines
imaginaires, si les termes voisins de ceux qui manquent sont
de méme signe.

Fa+Faz+4 3+&c.+‘z"’=e,
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.NOTE IX.

Sur la forme des racines imaginaires.

LORSQU’ON eut trouvé les formules générales des racines des
€quations dua troisi¢éme et du quatriéme degré , on remarqua
que les racines imaginaires de ces équations se réduisoient ,
comme celles des équations du second degré, 4 la forme
P+ gV —1,p et g étant des quantités réelles; et on fut
porté & conclure que les racines imaginaires de tontes les équa-
tions étoient toujours réductibles & la méme forme. Cependant
on ne pouvoit pas adopter cette proposition générale saus
démonstration ; et ce n'est qu’aprés plusieurs tentatives qu’on
est parvenu & s’en convaincre par des preuves rigoureuses,
Comme ce point de la théorie des équations est un de ceux
dont les Géométres se sont le plus occupés dans ce siécle, j'ai
cru qu’on ne seroit pas faché de trouver ici un exposé succinct
des différentes recherches qu’il a occasionnées. ) )

D’Alembert est le premier qui ait envisagé cette question
d’une maniére générale dans sa Piéce sur les Vents et dans les
Mémoires de PAcadémie de Berlin, pour Vannée 1746.

il démontre d’abord qu’une quantité algébrique quelconque
composée de tant d’imaginaires qu'on voudra , de la forme
a + by — 1, peut tovjours se réduire & la méme forme.
Cela se voit facilement pour les quantités formées par multipli-
cation , division, et élévation aux puissances entiéres : on pour-
roit le démontrer en général pour les quantités de la forme
(a+ by —1)m+trv—1 yar le développement ordinaire du
binome ; mais, pour avoir des expressions finies , d’Alembert
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emploie d’une maniére ingénieuse la différentiation et Iintégra-
tion , en faisant varier les quantités @, 6, p et ¢ dans
Péquation
(a4 by —1ptrv=r=p 4 gy —1.
Cependant il faut avouer que Pemploi du calcul différentiel
est peu naturel dans une question comme celle-ci, ou la con-
sidération des infiniment petits ou des fluxions est tout-a-fait
étrangére , puisqu’il ne s’agit que d’une simple transformation
algébrique. Mais les fonctions dérivées se présentent , au con-
traire , trés-naturellement , et offrent méme ici un des exemples

les plus propres & montrer l'usage de leur algorithme dans _

Palgébre.
En effet, si on considére I'équation identique

(2 +y vV —1)"¥V=2 =p 4 gy —1,
en regardant y comme une fenction donnée de «x, et p, q
comme des fonctions inconnues de » qu’il ’agit de déterminer.
Les fonctions dérivées des deux membres formeront encore une
équation identique ; on aura ainsi
(mtny—1)(a4yy/ —1) =+ (4 4y yt) =p ¢y —1;
divisant cette équation par I’équation primitive, on aura

(mt+ny—1) (14+5'y—1)  p+gy—1

s +yy —1 T ptgv—1’

équation qui sera, par conséquent, encore identique.

Qu’on multiplie le haut et le bas de la fraction du premier
membre par ¥ — y ¢/ — 1, et le haut et le bas de la fraction
dua second membre par p — ¢ /' — 1 pour faire disparoitre le
radical ¢/ — 1 du dénominateur, et qu’ensnite on compare la
partie réelle du premier membre avec la partie réelle du second,
et Pimaginaire avec I'imaginaire, on aura ces deux équations

m(z+yy)—n(2y'—y) PP +qq
xﬁ +.yl pa+gh

n(mtyy )t m(xy—y) _pgd—gp
x& +.yﬂ . Pﬂ+ql
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Qu'on prenne maintenant les fonctions primitives , on aura,
en désignant par 7 les logarithmes hyperboliques, et par A tang.
Pangle de la tangente,

mil V(x“+y’)-—'-—nAtang‘Z:=l‘.y/(p‘+g?)+K,

.nl v (x* —{-y)TmAtang——-Atang +H

R et H étant deux constantes arbitraires qu 11 s'agit de déter-
miner conformément & I’équation primitive donnée. Or, en
faisant dans cette équation y == o et x == 1,0ond g = o
et p = 1; et ces suppositions étant introduites dans les équa-
tions précédentes, donnent K —oetH=o0.

Si donc on fait pour plus de simplicité x == u cos z,y = u sin z,
ce qui donne

Y
= v (s +J<), tangz—;,
et ensuite .
p=rcoss, g =rsns,
on aura
lr=mlu—nz
s =nlwu+ mz,

et cn repassant des logarithmes aux nombres
r=uyme "%,
e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est Punité.

Ainsi r et s, et par conséquent p et ¢, seront des fonctions
réelles , en supposant x5y, m, n, des quantités réelles.

On peut, par ces formules redmre & une forme réelle
Vexpression des racines des équations du troisiéme degré dans
]e cas irréductible, Car l’expresslon générale de « dans

Péquation

—3Mr—2N=
étant , comme Pon sait;

VN &V (N =) + v (N (N —1p))
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Jaquelle, dans le cas irréductible ot M® > N*, devient

v (N4 (M—N*) i/ —1) + ¢/ (N= y/ (M —N*) y/— 1),

si on fait dans les formules précédentes

x =N, ¥y = v (M’'— N*), m=3, n=o0,
. . X
on aura x = ¢ M’, tang z = K(—M—N——-ﬁ—), et de-la

r = ‘/M,s_g donc on aura
% (N:i:V(M’-—N’).V——:)=\/M(cos%:&:sin%\/—1),

. z
et la somme des deux radicaux sera 2 /' M. cos 3

V(M —N)
N

les angles z, z 4+ 24, z + 44, a étant Pangle droit,

Or, comme & la méme tangente répondent

. z . or
Pexpression 2 /' M. cos 7 aura ces trois valeurs différentes

2 /' M. cos z, 2 v M, cos (z +v2-;5-—A-), 2 ‘/M.cos(z+%ﬁ~)

qui seront les trois racines de Péquation proposée, et qu'on
trouvera ainsi facilement par les tables trigonométriques.

Au reste, il.est bon de remarquer que, lorsqu’il ne s’agit
que de radicaux pairs, on peut faire la réduction dont il s’agit
par les simples opérations de l'algébre ordinaire. En effet, soit
la quantité /' (@ 4+ b / — 1) & réduire ; je considére la
quantité

Vet by —1)+ v (e—=by—1)=uz
janrai en élevant an carré
2a+ 2y (a + 8) =2,
quantité toujours nécessairement positive en prenant le radical
positivement ; donc ce sera une quantité réelle,
Je considére ensnite la quantité ;o
Vi(e+by —1)—y (a=by—1)=1t
je trouve de méme en carrant
haay (& + b)) =2,
quantite
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quantité essentiellement négative ; ainsi on aura £* = — V?,
ett=7V /—1, V étant une quantité réelle : de-1a, on
aura .
Vi(ia=x=by —1)= -(uiV‘/—l)

Consxderons de méme la quanme

V(a+by —1)+y (a—by —1)=s

on aura en carrant

V(atoy —1)+ay (@+b)+y (a—by —1)
=s=u+ 2y (a+ &)

quantité essentiellement positive , en prenant le radical positi-

vement ; donc, s sera une quantité réelle.
Consxderons ensuite la quanme

Vie+by—1)—1y(amby—1)=r
on aura de la méme maniére
4 .
Vietby —1)—ay (@+8)+y (a—by —1)
=r=u—2y (a4 ),
quantité essentiellement négative ; car #* =z a + 2y (a*+ 5%)

<4y (a* + &), et par conséquent & < 2 V (e + &*).
Donc, faisant r*= — S*, onaurar =S/ — 1, S étant une

' quanlxte réelle ; done
4

V(iexbdby —1)=1(s=*=S$§ y — 1)},
et ainsi de suite.

Ces réductions supposées , d’Alembert considére une courbe
quelconque, dont Pordonnée y soit nulle , lorsque Pabscisse «
est nulle ou infinie; et il observe que, quelle que puisse étre
Péquation de la courbe, on peut toujours, lorsque y est trés-
petite , avoir la valeur de x en ¥, au moyen du parallélo-
gramme de Newton, exprimée par une série trés-convergente

m r

delaforme x = ¢szw + by" + cy* + &c. danslaquelle les ex.
posans de ¥ sont xmagmes aller en augmentant, et dont on peut
toujours supposer que tous les termes sont réels , en faisant ¥

Aa
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positive; car on peut toujours supposer que les y positives ré-
pondent & la branche ot les x sont réelles.

En faisant y négative, les termes ol y se trouve élevé & des
puissances fractionnaires dont le dénominateur est un nombre
pair , deviennent imaginaires; et par le théoréme précédent , ils
seront toujours réductibles de laforme p + ¢/ — 1, petgq
étant des quantités réelles. Donc, toute la série, et par con-
-séquent la valeur de «, lorsqu’elle devient imaginaire , sera
aussi de laméme forme tant que y sera trés-petite.

Maintenant, quelle que soit la valeur de x, pour une y quel-
conque , on peut toujours supposer x =p +¢ —1,petqg
étant des quantités indéterminées ; et comme cette valeur est
réellement double, & raison du radical ¥/ — 1, les quantités
P et ¢ seront exprimées par deux équations qu’on aura en substi-
tuant p + ¢ ¢/ — 1, aulien de &, dans1’équation dela courbe ,
et égalant séparément & zéro la partie toute réelle de la trans-
formée, et la partie multipliée par |/ — 1, ces équations con-
tiendront les quantités p et ¢ mélées ensemble ; mais on pourra,
par les méthodes connues, les changer en deux autres, dont
P'une ne renferme que p et , et Pautre q ety.

Or, si # n’est pas tonjours de laméme forme, p + gy — 1, p
et g étant des quantités réelles pour toutes les valeurs dy, soit a
la plus grande valeur dey, pour laquelle x sera de cette forme,
etsoit p =54, ¢ = ¢ lorsque y = a. Supposons ¥ = a + i, et
p=2b-+r,g=c + s, en substituant ces valeurs dans les
deux équations en p et ¢, on aura deux équations , 'une en r
et i, Pautre en s et i, dans lesquelles i = o donnerar=o, et
s=o0, et qui, par la démonstration précédente, donneront
7 et s de la forme p 4+ ¢ v — 1, lotsque i sera trés-petite , si
7 et s deviennent imaginaires.

On auradoncalors r=e 4+ 8y —1,s=3"} &¢/ —1,
@, 8,9, & étant des quantités réelles; donc

p=btet+ By —1,9=ct ot dy—1,
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et par conséquent, £ =5+ a — &+ (B4c+ ) ) = 1;
c’est-d-dire de la méme forme p 4+ ¢ v/ =~ 1.

Donc, a n’est pas, comme on Va supposé, la plus grande
valeur de y qui donne x de cette forme; donc, la valeur de x,
lorsqu’elle est imaginaire , sera toujours de cette méme forme ,
quelle que soit la valeur de y.

Cette conclusion générale s’applique naturellement aux équa-
tions d’'un degré quelconque , & une seule inconnue ; car nom-
mant & Pinconnue de Péquation, et supposant un quelconque
des coefficiens, égal & 5, on aura une équation entre x et y,
dans laquelle y = o donnera # =0 ou = 09, et qui sera
susceptible de la démonstration précédente.

Donc, quelle que soit la valear du ceefficient ¥, la valeur
de sz, sielle devient imaginaire, sera de la formep + gy — 1.

L’équation ayant ainsi une racine imaginaire de cette forme ’
en aura nécessairement une autre de la forme p—g ¢/ —1, puis-
que le calcul est le méme pour les deux racines ,a cause de Pam~
biguité du radical y/ — 1; elle aura donc les deux facteurs
¥—~p—gV 1,etx—p+ gy —1,quiforment le factenr
dounble réel, x*— o £p+ p*+ ¢*, et sera, par conséquent ,
divisible par ce facteur, ce quiVabaissera 2 un degré moindre de
deux unités; et on pourra appliquer 4 cette nouvelle équation.
les mémes raisonnemens et les mémes conclusions ; et ainsi
de suite. '

Si cette démonstration laissoit quelque nuage dans I’esprit , on
pourroit la rendre plus satisfaisante et plus simple , de la maniére
suivante :

Soit Péquation

4+ A L Bt e + V= o.
gquenousreprésenterons , pour plus de simplicité, par fx + V=o¢ P
J « étant une fonction rationnelle et entiére de x » qui contient x
dans tous ses termes. Nous su ppoéerons que cette équation n’ait
pointde racinesréelles , parce que si elleen a, on peut les glimilxer
Aas
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en divisant Péquation par les facteurs simples réels qui résultent
de ces racines.

Tl est clair que si Péquation proposée n’a pas de racines réelles
dans Pétat ot elle est, c’est-a-dire tant que ses coefliciens ont
les valeurs données , elle peut en avoir en changeant senlement
la valeur du dernier terme V ; car en prenant une quantité quel-
‘conque K et faisant V. =— fK, Péquation fo — fK=o0aurala
racine réelle K. Supposons donc qu’une des racines imaginaires
de Véquation f& + V = o demeure imaginaire tant que la va-
leur de V sera entre les limites @ et &, de maniére que x ait
-ane valeur réelle « dans I'équation f 2 + a = o, et une valeur
réelle 8 dans ’équation fx 4 b = o0, et que la valeur de x
soit imaginaire dans I’équation fx + a + i =o0, et dans I'é-
quation fa + b —i= o0, i élant une quantité quelconque po-
sitive, aussi petite qu’on voudra. Soit « 4 «la valeur imaginaire
de x dans Véquation f & + @ + i = o0, la fonction fx deviendra
par la substitution de « + % & la place de x, fa+uf'a

+ -lﬁf’a + &e¢. par laformule connue du développemént des
2

fonctions ; mais puisque « estlaracine de ’équation fx + a=o,
on a fa + a=o0, donc @ = —.fa; ainsi P’équation

Sf& 4+ a4+ i=o0 deviendra
, L &c. + i=o0
ufa.+ zf”f'i‘

Or, sile coefficient f’« n’est pas nul, il est évident qu’en
supposant i une quantité trés-petite , a volonté, on pourra tou-
jours avoir # par une série trés-convergente et toute réelle;

N i ) .
car on aura d’abord 2 =— ——, ensuite, en substituant cette
Z

fle
- i’ hd
premiére valeur de z, on aura ¥ =— fe afa

.z

, et ainsi de

suite. Donc z sera une quantité réelle contre Phypothése.
- 1 Gaulra donc, pour que » devienne imaginaire , que l'on
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ait f'« = o; alors équation deviendra

v vy w Vit s ___
;f¢+;3f u.+&c.+z_.o.

.y . 2%
et la premiére valeur , approchée de «, sera y/ —f‘”_u’ laquelle

sera réelle ou imaginaire, suivant que f” 2 sera une quantité

négative ou posilive, puisque i est supposée positive,

Si le premier terme est réel, il est aisé de voir que tous les
autres le seront aussi; par conséquent, toute la valeur de »
sera réelle. Si le coefficient f” « est positif, le premier terme

e e . 21
de z sera imaginaire de la forme V’J-,;,—; X ¢/ —1,etlestermes
suivans seront réels ou imaginaires de la méme forme, de sorte
que toute la valeur de « sera de laforme p+g ¢/ —1,p
et ¢ étant réelles.

Mais si Pon avoit en méme temps f”« = 0, alors Péqua-

tion devenant
3

u 1! u,t IV 3
sl g /e Hhetk i=o,

il est aisé de voir que la valeur de  seroit de nouveau réelle ,
4 moins que le terme qui contient »° ne disparoisse, et que f7q
2.3. 4
fzf;:f‘ V—1;
mais par le théoréme: démontré plus haut , :/ — 1 est réductible
dlaforme m 4- n |/ —, m et n étant des quantités réelles ; donc
lapremiére valeur, approchée de uyseradelaformep+ gy —1,’
et les termes suivans seront aussj de la méme forme, en sorte que
toute la valeur de u sera encore de cette forme , et ainsi de suite,
lirésulte de-la cette conclusion, que lorsqu’une racine « de I’é-
quation fx -+ @ = oest dansle passage du réel & 'imaginaire ,on
a,non-seulement fa 4 g= o ,maisencoref’ « = o etf'a>o0,
et que si f'«=o0, on aura de plus /" e =0 et f7” > o,
et aimsi de suite. Orp , en faisant fo + e =Fx , on a
Jffa=Fax, e = F" & : &,

ne soit positif; car dans ce cas on auroit z = y/
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Donc, par ce qu'on a va dans la Note précédente yfe=0
sera la condition pour que laracine « de Péquation fx + ¢ =0
soit double,f” « = o sera la condition pour que celte racine
soit triple , &c.

’on il s’ensuit qu’une racine ne peut passer du réel & 'imagi-
naire , sans devenir double ou quadruple , et en général
multipliée d’un ordre pair.

On prouvera de la méme maniére , en faisant x =8 + @
dans Péquation f & + & —i==0, que la valeur de u ne pourra
devenir imaginaire,, & moins que I'on n’ait fle=octf 8o,
et si f’8=o0, il faudra de plus que Pon ait 8 =o et
f"’ﬁ < o0, et ainsi de suite. D’ou on conclura que dans le
passage de l'imaginaire au réel, la racine devient aussi double ,
ou quadruple, ou, &e.

Cette proposition n’avoit été démontrée jusqu’ici que par la
théorie des courbes, ou comme une suite du théoréme sur la
forme des racines imaginaires.

Maintenant,, puisque quand la valeur de V est trés-prés des
Limites @ et &, une des racines imaginaires de Péquation
f & + V = o est nécessairement de la forme p + ¢ V/ 1,8l

cette racine n’est pas toujours de la méme forme pour toutes les
valeurs de V comprises entre ces limites , soit ¢ la plus graude
valeur de V, pour 1aq1{elle x sera de cette forme ; de maniére
que, dans I'équation f'& + ¢ =0, 0n aita=m+ny —1,
m et n étant des quantités réelles, et soit m + V—1+u
lavaleur de x , lorsque V sera ¢ + ¢, i étant une quantité positive
et trés-petite & volonté, On aura donc f(m+ny/—1)+c=0,
etf(m+ny —1+ u) + ¢+ i=o, développant la valeur
de u dans la seconde équation , et retranchant la premiére , on
aura .
vff(m+ny—1)+ —Ii—/'”(m-l-n‘/—;) + &e. + i =0,

Mais les fonctions dérivées

f(m+ny—1), f”(m+n\/‘-;wl') &e.
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ne contenant que des puissances dem + n (74 — , sont toutes
réductibles & la forme p 4+ ¢ ¢/ — 1: ainsi, en prenant des
quantités réelles M, N, P, Q, &c. Péquation précédente
deviendra

2(M4 Ny —1)+ = (P+ QY — 1) + & + i = o.

Donc la premiére valeur approchée de z sera

i _ _i(M =Ny —1)

M¥Ny —1 M+ N ’

et par conséquent de la formé p 4+ g / — 1; et on trouvera
que.tous les termes suivans de la série, qu’on peut rendre
aussi c:onvergente que l'on veut, en prenant i trés-petite &
volc.)‘me, seront aussi de la méme forme; de sorte que la série
entiére le sera aussi. On aura donc, pour une valeur de 7 ausst
petite qu’on voudra, z=r + s/ — 1; donc la valeur de x
sera m + 7+ (n+s)y —1, et par conséquent encore de
la méme forme p + ¢ /' — 1, contre Phypothése. Donc il n’y
@ aucune valeur de V intermédiaire entre les limites « et
pour laquelle la racine # ne soit pas de cette méme forme. ’

. .
) Sila [oncuo%lf (m + ny/ — 1) devenoit nulle, alors Péqua-
tion en u seroit

2f (m+n‘/—-1)+2—'3f’ (m4ny—1)+ &e. +i=o,

et on prouveroit de méme que la valeur de z seroit toujo
delaforme p + ¢ |/ — 1, et ainsi de suite. "
) Cette démons’tratio'n a Pavantage de pouvoir s’appliquer
‘eoga:.l:l}fnt‘ aux equvatlont? qui renfermeroient des fonctions
garithmiques ou circulaires, et en général & toute équation
dela f’ormc? F & = o, dans laquelle la fonction dérivée F' x
seraréductible & la formeP-l-y /—1enfaisanta=m+ny/ —;;
car alors t0}1tes les autres fonctions dérivées F &, F" & &c,
feront aussi réductibles 4 1a méme forme ; mais ce détail’nou.
ecarteroit trop de™notre objet. ’

Quoique la démonstration précédente soit suffisante pour
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prouver la vérité de la proposition dont il s’agit,, on ne peut
disconvenir qu’elle ne soit indirecte, et qu’elle ne laisse encore
a desirer une démonstration tirée uniquement des principes de
la chose. En effet, nous avons déja observé que toute racine
imaginaire de la forme p + ¢ V/ — 1 suppose le facteur réel
du second degré &* — 2 p x + P* + ¢°; ainsi la question se
réduit & prouver que toute €équation est toujours divisible par
des facteurs réels du premier et du second degré ; et comme les
équations d’an degré impair ont tonjours une racine réelle , et
sont par conséquent divisibles par un facteur réel du premier
degré, ce qui les rabaisse & un degré moindre d’une unité ,
il sensuit qu’il suffit de considérer les équations des degrés
pairs. .
Descartes a trouvé que Péquation du quatriéme degré
x4+px‘+qx+r=0
a ces deux facteurs du second degré

2 'yu 1 7 —
xd:yx+-2—+;p:§:;;~o,
la quantité y étant donnée par I’équation
FHepy+ (P—4r)y—g=o

Donc, comme cette équation a son dernier terme négatif, elle
a toujours nécessairement une racine réelle (n°% 3); par con-
séquent les deux facteurs seront réels en employant cetteracine.
Hudde a considéré ensuite Péquation du sixiéme degré dans
son Traité de reductione @quationum , imprimé a la suite du Com-
mentaire de Schoten sur la Géométrie de Descartes ,etilatrouvé
que cette équation est divisible par une équation du second
degré, comme 4* + y x + z=o0, dans laquelle le coefficient y
est donné par une équation du quinziéme degré, et le coefi-
cient z est une fonction rationnelle de ¥. Or Péquation du
quinziéme degré ayant nécessairement une racine réelle , il
s'ensuil. que le diviseur du second degré pourra toujours étre
yéel en emplqyant cette racine; de sorte que Péquation se
trouvant
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trouvant ensuite abaissée au quatriéme degré, aura encove
deux autres diviseurs réels.

Hudde n’a pas été plus loin; et comme il n’avoit trouvé
’équation en y du quinziéme degré, qu’en faisant le calcal
tout au long , il a dii sentir qu’il tomberoit dans des calculs
impraticables par leur longueur, #’il voaloit traiter de méme
les équations des degrés plus élevés.

On tronve 4 la fin de PAlgébre de Szunderson, imprimée en
1740, aprés sa mort , cette remarque importante,, que dans le
diviseur 2* — y & 4 u = o de 'équation du quatriéme degré,
le coefficient y est donné par une équation du sixiéme degré,
parce que ce coeflicient devant étre la somme de deux des
racines de 'équation du quatriéme degré, Péquation en y doit
avoir pour racines toutes les différentes sommes qu’on peut
faire des quatre racines de la proposée, prises deux & deux ;
et comme ces combinaisons sont au nombre de six , ’équation
en y doit &tre du sixiéme degré , comme Descartes l’a trouve ;
mais I'auteur n’applique cette remarque qu’a un exemple parti-
culier, et n’en tire d’ailleurs aucune autre conséquence,

Le Seur, 'un des commentatenrs des principes de Newton,
a généralisé ce résultat dans un petit ouvrage sur le calcul inté-
gral, imprimé & Rome en 1748. Il prouve par la théorie des
combinaisons, que quand on cherche a diviser une équation
du degré m par une équation d’un degré moindre n, les coefli-
ciens de celle-ci sont donmés nécessairement par des équations
dudegrém (me—1) (m—=2)..(m=—7n4 1)

. I v 8 5 Biiiiinerecnnnnnenn

que le diviseur devant avoir s ce'qui est évident , 7 racines com-
munes avec 'équation proposée , on pent former autant de divi-
seurs différens qu’il ¥ a de maniéres de prendre n choses sur m
choses; et de-14 il conclut que toute éyuation dudegré 4 m + »
est tonjours divisible par nn faetewr réel du second degré, parce
que ce facteur dépend d’une équation qui se trouve d’un degré
impair , et qui aura par-conséquent une racine réelle ; mais on’

Bb

y parce
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n’en pent rien conclure pour la véalité des diviseurs du second
degré des équations dont le degré est un nombre qui n’est pas
de la forme 4 n + 2, parce que ces diviseurs dépendent alors
d’équations de degrés pairs. ’

Euler a approfondi cette théorie dans un Mémoire imprimé
en 1751 dans le Recueil de ceux de PAcadémie de Berlin pour
Pannée 1749, et il sest attaché principalement 4 prouver que
toute équation d’un degré exprimé par une puissance de 2,
est décomposable en deux équations réelles d’un degré moindre
de la moitié ; pour cela, il suppose que ’équation proposée est
privée de son second terme ; ce qui fait que le coefficient du
second terme est le méme avec des signes contraires dans les
deux équations dont elle est le produit; et il trouve, par la
théorie des combinaisons , que ce coeflicient est donné par une
équation d’un degré impairement pair, qui manque de toutes
les puissances impaires, et dont le dernier terme est le carré
d’une fonction des racines de la proposée , précédé du signe
moins. ’ '

Euler suppose que cette fonction des racines peut toujours
étre déterminée sans irrationnalité par les coefficiens de Péqua-
tion proposée, et il en conclut que son carré est nécessairement
une quantité positive , et que , par conséquent , ’équation qui
détermine le coefficient dont il s’agit a deux racines réelles ; il
arrive , en effet, que cela a lien lorsque 1’équation proposée
n’est que du quatriéme degré , comme on le voit par les formules
de Descartes , rapportées ci-dessus ; mais pour les équations
des degrés plus élevés, il faut une démonstration & priori ,
qu’Euler n’a point donnée, et qui est méme d’autant plus
nécessaire que cette fonction ne contenant pas toutes les racines
de la méme maniére , ne paroit pas déterminable par une
fonction rationnelle des coefficiens, qui sont eux-mémes,
comme Pon sait, des fonctions o toutes les racines entrent
¢galement.

Euler considére de plus les équations dont les degrés somt
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exprimés par les nombres 24, 47, 87, &c. ¢ étant un nombre
impair quelconque , et il trouve qu’elles admettent des diviseurs
réels des degrés 2, 4, 8, &c. parce que les équations dont ces
diviseurs dépendent sont toutes de degrés impairs ; de sorte
que, par ce moyen, toute équation peut se d(.écomposer en
équations réelles de degrés exprimés par des puissances de 2;
mais la difficulté de décomposer ensuite celles-ci, lorsqu’elles
passent le quatriéme degré, reste en son entier dans la théorie
d’Euler. '

* On peut éviter cette difficulté, comme Foncenex I’a fait dans
le premier volume des Miscellanea de Turin , imprimé en 175,
en ne considérant que des diviseurs du second degré. Car soit
27 le degré de I’équation proposée, » étant un nombre impair ,
si on cherche 4 la diviser par une équation du second degré
x*—ux+ V==0, on trouve par la théorie des combinaisons,
que le coefficient  est déterminé par une équation du degré
M = 2"y (2" — 1) =12 7, » étant comme

2 :

Pon voit un nombre impair,

Donc si w=1, cette équation sera d’un degré impair et
aura nécessairement une racine réclle; de sorte que comme
le dernier terme V est exprimé généralement par une fonc-
tion rationnelle de », Péquation proposée aura un diviseur
rationnel du second degré, et s'abaissera par-ld & un degré
moindre de deux unités, '

- Bi g est plus grand que 'unité , on cherchera & diviser pareil-
lement Péquation en #, par une équation du second degré,
commen® — tu 4+ T = o; et le coefficient ¢ sera donné par
uneé équation du degré
2w (2 — 1)

— 7 _
p étant comme 'on voit un nombre impair ; et le terme T sera
exprimé généralement par une fonction rationnelle de ¢,

Donc si # =2, cette équation sera d’un degré impair, et

Bb 2

=ofrr (27 — 1) = oMy
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aura une racine réelle ; done #et T auront des valeurs réelles,
et Péquation z* — z ¢ + T = o donnera pour z une valeurréelle
ou imaginaire de la forme p 4 ¢ {/ — 1. Dans le premier cas,
z et V seront des quantités réelles; dans le second, ces quan-
tités seront imaginaires de la méme forme , puisque V est une
fonction rationnelle de . Mais équation 8* —zx + V = o0

u 74 .
donne &= ;:i: Vv (Z——-V) ; donc, par la réduction des ra-

dicaux imaginaires, cette valeur deviendra aussi de la forme

p+gv—u
Si « est un nombre plus grand que 2, on continuera le

méme calcul, et on divisera équation en ¢ du degré 27 %p

par une équation du second degré, comme #*— ¢ ¢ + S =o0,
on aura pour la détermination de s une équation du degré
2"72p (27

2
comme Von voit un nombre impair, et la quantité S sera
généralement une fonction rationnelle de s.

Donc, si =3, cette équation étant d’un degré impair,
aura une racine réelle; donc s et S auront des valeurs réelles;
donc Péquation #*— s¢ 4+ § == o domera: pour ¢ une valeur
réelle ou imaginaire de la forme p + ¢ y/ ~— 1. Donc, dans
Péquation &*— ut + T == 0, les coefficiens # et T auront des
valeurs réelles on imaginaires de la méme forme; et de-ld
résultera aussi pour z une valeur réelle on imaginaire de
la méme forme p + ¢ v — 1, comme nous 'avons vu ci-

Pt )=2""3 (2#7*p—1) = 2" "%, cétant

& 7 ”r )
dessus , parce que u== :—z:t v (Z —T ); donc enfin ! équa-

tionx* —u x 4+ V =0, donnera aussi pour x une valeur réelle
ou imaginaire de la méme forme.

Si w est plus grand que 3, on continuera le calcul de Ia
méme maniére , et on parviendra nécessairement & un diviseur
du second degré , dont les .coefficiens seront réels; et de-la,
ep remontant successivement. aux diviseurs précédens du se-

’
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cond degré , on trouvera que leurs coefficiens seront réels ou
imaginaires de la forme p + ¢ ¢/ — 1, jusqu’au diviseur
#*—u x + V = o dePéquation proposée , lequel donnera aussi
pour & une valeur réelle ou imaginaire de-la méme forme.

Telle est la démonstration donnée par Foncenex; et on voit
quelle est trés-rigoureuse en admpttant le principe , que les
coefficiens de Péquation du second degré , qui est un diviseur’
d’une équation du degré 7, ne dépendent que d’une seule ra=
n(n—

2

. , 1 .
cine d’une équation da degré ). Ce principe est.

vrai généralement ; mais j’ai remarqué depmis qu’il étoit sajet”
4 des exceptions qui pouvoient metire la démonstration pré-
cédente en défaut. En effet, 16rsqu’orr chexche & rendre un po-
lynome d’un degré quelconque m, divisible par unautre polynome
&un degré moindre n, soit qu’on fasse la division & la ma-
niére ordinaire , et qu'on égale ensuite & zéro chaque terme
du reste, soit_qu’on multiplie ce polynome par un autre du
degré m — n, et qu'on compare le produit terme & terme avec
le polynome proposé , on parvient toujours par I'élimination suc-
cessive , en prenant un des coefliciens du polynome diviseur’
pour Pinconnue principale , & déterminer les autres coefficiens

- du méme polynome par des fonctions rationneltes de celui-ci,

et ensnite on trouve par les substitutions une équation oil’il
v’y a plus que celui-ci d’inconnue , et ou Vincomue monte au’
m(m—1)(m—2)eec.m—n+1 -
F e 2 e Brierecesseiic B )
P’a dit plus haut. B e
Mais ¢'i arrive que cette équation ait deux ou plusienrs ra-
cines égales , alors, & moins que les ‘valeurs des autres coeffi~
ciens qui répondent & ces racines égales; me sofent aussi égales,
ce qui n'a lien que lorsque le rdi'visenr est lui-méme un divi-’
senr double ou triple , &c. il est visible que ‘ces valenrsne peuvent
plus étre eicprimées en fonctions rationhelles dé ces mémes ra--
cines , mais qu'elles doivent dépendre elles-mémes d’¢quations’

degré , comme on
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du second, du troisi¢me degré , &c. snivant le degré d’égalité des
racines. Dans ce cas, en substituant dans les fonctions ration-
nelles trouvées, une des racines égales, les fonctions deviendront
indéterminées par I'évanouissement simultané du numérateur
et du dénominateur ; et en revenant sur les éliminations, on se
trouvera arrété a une équation du second ou du troisiéme , &c,
" degré , parce que Péquation & laquelle il faudroit la coma
parer pour P’abaisser & un degré moindre, sera identique avec
elle. C’est de quoi on peut se convaincre par le calcul ; et nous
en donperons dans la Note suivante une démonstration géné-
rale. Comme la méme difficulté peut se présenter dans toutes les
éliminations , je suis bien aise d’appeler 'attention du lecteur
sur ce point, pour qu’il ne se trouve point embarrassé dans
Poccasion, oo

On voit que cette circonstance peut mettre en défaut la
théorie que nous venons d’exposer sur les diviseurs du se-
cond degré ; car lorsque Péquation d’ot dépend un des coef-
ficiens a des racines égales, Pautre coeficient , en employant
ces racines; dépendra d’une équation d’un degré égal au nom-
bre des racines égales , et qui, par conséquent, si elle n’est
pas d’'un degré impair, demandera de nouvelles combinaisons
pour pouvoir s’assurer qu’elle a une racine réelle de la forme
P+ ¢ vV =1; et si on ne vouloit pas employer ces racines
égales, alors , en éliminant ces racines par la division , on
auroit une équation d’un degré moindre, & la vérité, mais
qui ne seroit plus exprimée par un nombre de la méme forme
2" '% ou 2""*p, &e. :

Si on considére, par exemple , la formule tronvée par Des-
cartes, pour la résolution des équations du quatriéme degré,
que nous avons rapportée ci-dessus, et d’aprés laquelle nons
avons cenclu tout de suite que Péquation est tomjours décom-~
posable en deux facteurs réels du second degré, on voit qu’il
Y a néanmoins un cas qui échappe & cette conclusion; c'est.
celui ot Yon aurcit ¢ = o; rar alors la réduite ep ¥ a deux
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racines égales y = o0, eten employant ces racines , le terme

9. du facteur du second degré devient 3.

On pourroit employer d’autres racines ; mais I’équation
en y étant divisée pary*, devient y* + 2py’ +’p’-— 4r=o,
laquelle étant de nouveau du quatrieme degr?, et son der-
nier terme n’étant pas essentiellement négatif, la difficulté-
est ramenée au méme point. Ce nlest pas que dans ce cas
particulier on ne puisse prouver, par ces formules mémes,
la réalité des deux facteurs; car sip' < & r, le dernier terme
de Véquation en y sera négatif; et par conséque'nt, il y anra
deux racines réelles. Si p*> 4 r, alors I’équation proposée
devenant, & cause de ¢ =0, '+ p*s* + r=0, aura les

deux facteurs réels x* +};) =y (i— — r).

Ces difficultés ont occasionné les recherches que j’ai données
sur cette matiére & PAcadémie de Berlin, en 1772 et dans
lesquelles je me suis particuliérement attaché a compléter la
théorie commencée par Euler.

¥ai démontré d’une maniére rigoureuse que si on veut dé-
composer un polynome du degré 2" en deux polynomes du
degré a™~', tels que (7 étant = 2™7')

4+ Ma"'+ Na—* 4 P a3+ &e.

2"+ M, &' '+ N.a""* 4+ P, a""% 4 &c.
et qu'on fasse .
ve=a(M=—M)+ 5 (N—N)+¢c(P~P)+ &
a,b,c,&c. étant des quantités quelconques, on pourra déter
miner généralement les coefficiensM, M, P, &c. M,, N, P, &e.
des deux polynomes par des fonctions rationnelles de u, et
que Von trouvera pour z une équation d’un degré impaire-
ment pair, n’ayant que des puissances paires de z, dont le
dernier terme sera essentiellement négatif ; et a canse des
arbitraires @, &, ¢, &c. on pourra toujours faire en sorte que
le dernier terme de cette équation ne soit pas nul, ce qui lui
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donneroit les deux racines égales u = o, ni qu’elle ait d’autres
racines égales. De sorte qu’on sera toujours assuré d’avoir par-
1a des valeurs réelles pour les coefficiens dont il sagit ; et par
conséquent de pouvoir décomposer 'équationdu degré 2™ endeux
dudegré 2*~*, et ensuite chacune de celles-ci en deux , du degré
2™~ ', et ainsi de snite , jusqu’aux équations du second degré.

A Pégard des équations du degré 2" i, i étant un nombre
impair , Enler avoit trouvé qu’en employant un diviseur du
degré a™ , on tombe dans une équation d’un degré impair,
pour la détermination d’un quelconque de ses coefficiens ; et
j’ai remarqué que si elle a des racines égales, les racines
doubles, quadruples, &c. pourront étre éliminées, parce que
’équation restante sera encore d’'un degré impair, et que les
racines triples, quintuples , &c. pourront étre employées dans
la détermination des autres coefficiens, parce qu’elle dépendra
alors d’équations du troisiéme, cinqui¢me, &c. degré, qui
auront , par conséquent, toujours des racines réelles.

De cette maniére , la décomposition des équations en diviseurs
véels du premier et du second degré étoit rigoureusement
démontrée ; mais Laplace a donné depuis, dans les legons de
PEcole normale , un moyen plus simple d’établir cette veérité ,
en partant de P'analyse employée par Foncenex. Au lien de
considérer simplement Péquation qui détermine le coefficient u
du diviseur quadratique #* — # x + V == o0, il considere 'équa-
tion qui détermine la quantité z + a 'V, que je désignerai par #,,
a étant un coefficient quelconque. Cette équation sera, par la
théorie des combinaisons, du méme degré que Péquation en u.
Donc , si ’équation proposée est du degré 2 r, r étant impair,
Péquation en z, sera d’un degré impair, et aura tonjours une
racine réelle ; et comme on peut donner & a une infinité de
valeurs , on aura une infinité d’équations qui auront toutes
une racine réelle. Parmi ces racines, il y en aura nécessairement
plusieurs qui se rapporteront au méme diviseur; soient «, # deux
de ces racines, et a, 5 les deux valemrs du coefficient a, on

aura
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aura 2 4 @ V=2, u + 6V =4; d’oft Von tirera les valeurs
de z et V, qui seront par conséquent réelles.

Si équation proposée est du degré 4 », v étant un nombre
impair quelconque , ’équation en #, sera du degré 2=, 7 ¢tant
aussi un nombre impair. Cette équation aura donc, par ce
qu’on vient de démontrer, un diviseur quadratique réel de la
forme 2> — t u, + T == 0, qui donnera pour #, une valeur
delaforme « 4+ A y/ —1, et en donnant & @ une infihit¢ de
Faleurs, on aura une infinité d’équations en z,, dont chacune
aura une racine de la forme « 4+ A {/ — 1; parmi ces ra-
cines, il y en aura nécessairement deux qui se rapporferont
au méme diviseur ; en les désignant par « + A ¢/ — 1 et
8+ By — 1, et par a, b les deux valeurs de ¢ qui y ré-
pondent,onanraz 4+ aV=a+ Ay —1,u+ b6V =3+By —1;
donc z et V seront I'une et antre de laformep + ¢ ¢/ — 13
et la valeur de x, tirée de Péquation #* —zx + V =0, sera
encore de la méme forme. Donc toute équation du degré 4 v
aura deux racines de la forme p == ¢ y/ — 1, et par consé-
quent un diviseur réel du second degré, et ainsi de suite.

Cette démonstration ne laisse rien & desirer comme simple
démonstration ; mais si on vouloit résoudre effectivement une
équation donnée en ses facteurs réels de deux dimensions, il
seroit comme impossible de suivre le procédé indiqué par
Vanalyse que nous venons d’exposer. Cependant cette réso-
lution est nécessaire pour trouver les fonctions primitives
ou les intégrales des fonctions rationnelles fractionnaires d’'une
seule variable etonla suppose dans tous les Traités de calcul
intégral.-Cette raison m’engage am ’arréter encore sur cet ob)ec
important , et & en faire le spjet de la Note suivante,

Cc
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NOTE X.

Surladécomposition des polynomes d’un degré quelconque
en facteurs réels. o

E vregardant un polynome comme composé d’antant de facteurs
simples qu’il y a d’unités dans 'exposant de la plus haute puis-
sance de l'indéterminée , on voit clairement qu’il ne peut avoir
pour diviseurs que des polynomes composés de quelques-uns

“de ses facteurs ; d’ou il suit d’abord que si m est le degré

du polynome donné, il pourra avoir antant de diviseurs différens
du degré 2, quil y a de maniéres de prendre 7 choses sur m
choses, C’est-a-dire par la théorie des combinaisons qu’il y a
d’unités dans le nombre
m(m—1)(m—2)...{(m—mn+ 1)
1.2 . [ J N (] ?
que nous désignerons par # dans la suite.

Cette seule considération nous met en état de déterminer &
priori les coefliciens du polynome donné, sans passer par les
epérations longues et pénibles de la méthode ordinaire fondée
sur la division ou sur la comparaison du produit de deux po-
lynomes indéterminés, avec le polynome donné, et sur I'éli-
mination successive des inconnues. ,

Soit en effet le polynome du degré m.

"+ ax" '+ ba" " 4 ca" "+ & + 5,
qué nous supposerons composé des m {acteurs simples # 4+ a,
T+B,x+9, v+, &e.
En développant le produit de ces facteurs, et le comparant
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terme & terme avec le polynome donné, on aura, comme
Ton sait,
‘ a=2a+ 8+ p+ &+ &ec
b =ap+ay+py+ad4+ &

c =apy+aBd+pyd+ &e.
&e.
h=afy s
Si on représente de méme par
4+ paTtd g+ raT & 4 ou

"un diviseur du méme polynome , ce diviseur ne pourra étre

composé que d’un nombre n des mémes facteurs simples ; ainsi
onaura, en ne prenant que # quantités parmi les m quantités,
e, B, y, &e. v

p==+8+ 7+ &

g==2a8 + a9y + 8+ + &c

r=af9 + &e.

&e.

U= 2af Yeeneo

Comme les coefficiens donnés a, b, ¢, &c. sont des fone-
tions des quantités «, 8, %, &c. dans lesquelles ces quantités
entrent toutes également, et qui demeurent ainsi invariables,
en faisant entre ces mémes quantités tels échanges que l'on
voudra, il s’ensuit que toute expression rationnelle de ces coef=
ficiens aura la méme propriété ; et comme les coefficiens
P, g, 1, &c du diviseur, sont de semblables fonctions, mais
seulement d’un nombre n des quantités =, 8, >, &c. il est
évident que ces coefliciens ne peuvent pas étre exprimés par
des fonctions rationnelles des coefficiens @, &, ¢, &c. mais on
pourra les faire dépendre chacun d’une équation dont tous les
coefficiens seront des fonctions rationnelles de a, b, ¢, &c. en
composant cette étjuation de maniére qu’elle ait pour racines
toutes les différentes valeurs de p, ou de ¢, ou de r, &c,
dont le nombre est égal an nombre 4 donné ci-dessus.
Considérons le dernier coeflicient &, qui est formé du produit
"Ce2
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de n des quantités ¢, 8, %, &c.,onaura e B y..ey By & uuy
a5 8., &c. pour les différentes valeurs de z. Donc, si on
forme un polynome du produit de ces facteurs simples
U — 2B yeeey, B—Pfy e, u—ayd. Xc
ce polynome aura la propriété d’étre une fonction invariable
de «, 8, 3, &ec. indépendamment de lindéterminée u; par
conséquent, étant développé, tous ses coefliciens auront encore
la méme propriété,
Car soit ce polynome )
W —Au*"t Byt —=Cu? 4 e XV,

on aura

A=c¢B yiee + By e 4 ey oo + &c.

B = a8 g.ee X By deve + 28 yeee X ay don
+ By e X ay oo + &

&e. )

V=0l geee X By &ue X aygdo,
olt Pon voit que les coefficiens A, B, C, &c. sont en effet des
fonctions invariables de «,8, 7 , &c. Or on sait que ces sortes
de fonctions peuvent toujours étre déterminées par des fonc-
1ions rationnelles des fonctions a , &, ¢, &ec.

En effet, on peut d’abord déterminer par ces fonctions la
somme des puissances d’unméme degré des quantités «, 8,7, &ec.
comme nous Pavons va dans les Notes précédentes. Ensuite, si
on multiplie % «*, somme des puissances a*, par = 2, somme des
puissances «*, le produit £ a* > = o sera égal 4= AN PRy
ainsi on aura la somme des termes 4 8, au moyen de celle des
puissances. On trouvera pareillement

Ea"ﬁpx 27'=2¢"+'ﬁf‘+2¢"35‘+'+ Ea“ﬁf“y';
ainsi on aura aussi cette derniére somme en fonctions des
sommmes des puissances, et ainsi de suite.

" Maintenant il est facile de voir que toute fonction rationnelle
“et invaniable des quantités «, 8, ¥, &c. ne peut étre formée
que dune ou plusieurs sommes des formes précédentes ; elle
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pourra donc toujours étre déterminée en fonctions des coeffi-
ciens a, b, c, &c. ’

Cest-1a un des principes les-plus féconds de la théorie des
équations. Newton, et long-temps avant Iui Albert Girard,
avoient donné la maniére de déterminer la somme des puissances
des racines d’une équation par-des fonctions de ces coefficiens.
Voyez dansYouvrage d’Albert Girard, intitulé Invention nouvelle
en Algébre , et imprimé & Amsterdam en 1629, 'exemple second
du théoréme second. Euler , dans les Mémoires de ’Académie de
Berlin pour année 1748 , et Cramer & la fin de son Introduction
3 PAnalyse des lignes courbes ; ont fait voir que P'on pouvoit
toujours déterminer par les coefficiens d’une équation les sommes
des produits de ses racines, prises denx  deux, trois a trois, &c.
et élevées 4 différentes puissances; et Waring a donné ensuite
des formules générales pour trouver ces sortes de fonctions
des racines ; mais, dans les cas particuliers , il est peut-étre
plus simple d’employer la méthode indiquée ci-dessus.

A Pégard des coefficiens A, B, C, &c. du polynome en
on pourra les calculer de la maniére suivante.

On commencera par déterminer les sommes des puissances
par ces formules ’

S e =a
S =@qg% a=—29Db
s =agEa— b2+ 3¢
: - &e : ‘ .
Ensuite on cherchera les termes n==* des séries
a = — = at —as 2 + =4
za, o a b= a @ : , &
2 ’ 3 . )
a S a® ~— 3 of pbsa® —aZ=a 4+ = af
= o, — y — % , &
as d — = 4 bza3——a2us+5a9
213, ) 5 &e.
© 2 . - 5

Ces termes seront les valeurs des sommes % a 8 y...,
TatBeeey T a® gt 73... &e.
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Enfin on aura

A= = 28 Youu

_024[33/... — 3 a g%y,

- 2

C‘_'bzdﬁy“. — a X 2B, ., 2&3337‘...

3

(&

&e.

Au reste, il est visible qu'on aura d’abord sans calcul les
valeurs du premier coefficient A et du dernier V; car le coef-
ficient A est évidemment égal au coeflicient de la puissance
a™~" dans le polynome donné x™ 4 @ " + &ec. Quant
au. coeflicient V', il est visible qu’il doit étre de la forme
«" 897 8. .. =1"; et pour déterminer Pexposant v, il suffira
de considérer que ce coefficient doit étre le produit de g
quantités, dont chacune est le produit de n quantités prises
parmi les . quantités «, 8, 5, &c. de sorte que ce coeflicient
sera de la dimension 74 donc il faudra que mv =74, et par
. ctonséquent v = £

Donc, puisque ¢ = M.—_‘L“ (m—n+1)

1 «2.cueniion , ON aura
P (=) (m—8)ees (m e 1)

1 . 20cciaan— ?

et la valeur de V sera A'.

Ayant ainsi la valeur du dernier coefficient V du polynome
en uz, on pourra se contenter de calculer directement la pre~
miére moitié des coefliciens A » B, C, &e. de ce polynome. Car
soient T, S, R, &ec. les termes qui précédent le dernier V, il
est facile de voir qu’on aura

T 1 1

v = a8 y... + 8y ... + 2y d..,
Or, si on désigne par (n) le coefficient de la puissance &’

+ &ec.
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dans le polynome donné, on aura aussi

(n) 1 1 1 + e
——h——aﬁ'y....’ By d.. +¢_)/J\...
v
Done I =(—7—);et par conséquentT:(n])Z .
(3

Ensuite si on désigne par g, f, e, &c. les coefliciens du
polynome donné, qui précédent le dernier %3 lorsqu’on aura
N . . ., 0
trouvé expression de B en a, b, ¢, &ec. il 0’y aura qu’a y

g ¢ & our avoir la valeur
changeraenz,benz,cenﬁ, c. p e

de —‘57; et faisant les mémes changemens dans I’expression de'C,

R . .
on aura la valeur de ¥ et ainsi de suite.

- Ayant ainsi formé le polynome en =, si on le fait égal 4 zéro,
on aura une équation dont les racines seront e 8 y... , 89 ey
a9 d.., &c. et qui servira, par conséquent, & déterminer la
valeur de . Il ne restera donc plus qu’a trouver les valeugs de
tous les autres coefliciens p, ¢, r, &c. du polynome diviseur.
On sait que ces coefliciens peuvent étre exprimés par des
fonctions rationnelles d’un seul d’entr’eux; et voici comment
le coeflicient # étant connu, on peut trouver directement la
valeur de tous les autres.

Je considére que la quantité & étant indéterminée , on peut
mettre 4 ¢ 4 la place de x, tant dans le polynome donné
a™ 4 ax™" '+ &c. que dansle polynome diviseur 2"+ pa™ '+ &e.
Par cette substitution, le premier de ces polynomes deviendra

&" 4 a, " 4 p AT o+ &ee + Ay,

olt 'on aura )

a,=a+ mi

b =5 +(m—1)ai+wi°

e =t (mmn) i PO ey __(1:_%@:-_) P
2 2

&e. R

hi=h+gi+ fir + e + &e.
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Et le second polynome deviendra pareillement
& 4+ p T 4 g, T &e + oz,

- en faisant
pc=p+ni
g =g+ (n—1)pi +"—<":I)i‘
(n—1) (1—3) |

3 i

n(n—1) (-—2)

ro=r+ (n—2)gqi+ " 5

&e.
u,=u-+ti4si*+rd 4+ &e.

D’oa Ton peut conclure que si, dans 'équation en z,

w— A v 4 Butt— &e. =V = o,

dans laquelle les coefficiens A, B, C, &c. sont des fonctions de
a,b,c,&c. k,onysubstitue respectivement a,, b, ¢,, &c. A,
au lien de ces quantités, la valeur de z deviendra celle de «,,
quelle que soit la valeur de i; de sorte qu’en développant les
terrfies suivant les puissances de i, il faudra que la somme de
tous les termes multipliés par une méme puissance soit nulle ;
ce qui donnera plusieurs équations , dont chacune servira &
déterminer un des coefliciens ¢, s, 7, &c. par les précédens.

On pourra méme trouver directement ces équations par
Palgorithme des fonctions dérivées. En effet, si on met par=

+-

tout —a la-place de i, il s’ensuivra des formules précédentes,
que a devenant a + i, b deviendra
m—1 . m(m—1),
—_— a1 —_—
b+ m + 2m* 4
¢ deviendra :
m—2,. (m—1)(m—s2)

¢+ bi+ a4
m 2 m* 2.3 m?
&e.

et enfin z deviendra -

m(m—1) (m—2) .

vt tir Zes Lok
— i+ — — i .
m m T +‘c

Done,
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Donc si on regarde , ce qui est permis, les coefliciens &, ¢, &e.
% et z,comme des fonctions de a, et qu’on se rappelle que @
devenant a + i, toute fonction de @, comme z , devient
-t 3 ” @ ey
u 4 iu +;u +2.—5u +&c..
on pourra supposer

m—1

m(m—r1)
bI:% Il:_—___‘ b///: .
m @, b m? i 03
c,—m—nb’ c,/:(_m—l)(;m——'z)a’
m m
c///:m (m'\_l)a(m"—?')’ (,'IV:::O;
m
— — —3
a2 =" 30, d”::_(m 2)Sm -—)b,
m m .
g ) (=) |y () (m=B) (m—3 (=)
- m’ 4 mt <
d"=o;
&e.
u’:i, u":z—i, u”’=2'03r &e.
m m m

et il 0’y aura plus qu’a prendre les fonctions dérivées suce
cessives de DPéquation en z, et y faire les substitutions

précédentes,

Supposons

Z =u*—Au'""4+ By — Cu° 4 & == V;
en sorte que Z = o soit ’équation qui détermine la valeur
de u: cette quantité Z étant regardée comme une fonction
de a , donnera les équations dérivées Z =0, 2 = o,
7" = o, &c.

Mais pour pouvoir distinguer dans ces fonctions ce qui est
Jfi en particulier aux variations des quantités a, b, ¢, &e,
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J et u, nous représenterons en général , & Pimitation de ce qu'on

pratique dans le calcul qu’on appelle aux différences partielles,
7 ! /

par (7> s (»2—) s (%) , &ec. les coefficiens des fonc-

tions dérivées @', &', ¢, &c. dans Pexpression de Z', par

z’ 7 VA . .
( ) (a b’)’ (—bT)’ &c. les coefficiens des quantites
&%, a ¥, ", &c. dans Pexpression générale de Z7, et ainsi
" de suite ; el nous appellerons de méme ces fonctions, fonctions
dérivées partielles. Lorsque a est la variable principale dont
les autres sont ou peuvent étre censées foncuons , On aura
@ = 1; mais mnous retiendrons la lettre a' sous les lettres
7', 7', &e. pour représenter en général les coefficiens des
termes de Z', Z", &c. qui contiendroient cette méme lettre,
si a étoit une fonction quelconque d’une autre variable princi-

pale , et pour dénoter par conséquent ce qui est dd en particu-
lier a la variation de a. ‘

Celte notation est plus nette et plus expressive que celle que
j’ai employée dans la Théorie des fonctions , en plagant les
accens difféeremment , suivant les différentes variables auxquelles
ils se rapportent. En la substituant & celle-ci, Palgorithme
des fonctions dérivées conservera tous les avantages du calcul
différentiel , et aura de plus celui de débarrasser les formules de
cette multitude de d qui les alongent et les défigurent méme en
quelque fagon , et qui rappellent eontimuellement & Pesprit I'idée
fausse des infiniment petits.

On aura ainsi, en regardant toutes les quantités @, b, ¢y &e.
M, €t », comme des fonctions quelconques d’une variable
primitive ,

Z=(D)a+ (G)v+ () w e+ ()

.b”-:
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et prenant de nouveau les fonctions dérivées,
@er Gyp By s e Gy
+ (— a* 4+ 'z(z;)) a'b + (b”)b“ + &ec.
+2(W>a'u' + 2<-ﬁ bu + 3 (E’;) du + &e,

+ ()

et ainsi de suite.

IR =1

Donc , faisant o’ = 1, &’ = o, &c. & = a,
m

m(m—1) m— 2

—— ,0"=o0,¢ = 5 b, &c. comme nous

l’avons trouvé ci-dessus , on aura les équations Z' =o,
= o0, &c. savoir:

(Eye(Ey et (Bym=2 4 e 1 (2 £

(Zymint) o (By =0 oy ey (ij
+( )+ (,b)m—l a+(b)
+’((E[’>,}T+ b%,)m—x ( ) b+&c)t

+ (E,— t—--{- &e.=o
'/ m A

et ainsi de suite , dans lesquelles les fonctions dérivées pare

tielles (£> , (%) &C(Z_,:) , (ZZ’%’) &ec. seront des fonc-
tions connues de a, &, ¢, &c. ©

La premiére équation donnera denc la valeur de £; la se-
conde donnera celle de s, &c. en fonctions ratvonnelles de

a,b,c, &c. ;& moins que la fonction partielle ( )ne
Dd 2
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devienne nulle, auquel cas la premiére équation ne contiendra
plus ¢, ni la seconde s, &c. Dans ce cas donc il fandra tirer
la valeor de ¢ de la seconde équation, dans laquelle £ monte
au second degré ; et les équations suivantes donneront alors
les valeurs de s, r, &c. par des fonctions rationnelles. Sila

1

. v, (L . .
fonction dérivée -u—;) étoit aussi nulle , Péquation en £ ne seroit

plus que du premier degré, et si la somme des fonctions
qui multiplient ¢ étoit nulle en méme temps, la quantité 2
disparoitroit de la seconde équation , et ne pourroit étre donnée
que par la troisitme ou elle monteroit au troisitme degré,
et ainsi de suite, ‘ ’

. 7 . .
Or, la fonction partielfe (-> est égale a
u .
putT = (p—1) At 4 (p—2) Bu~%— &e.
’
et Pon voit que P’équation (%) = o renferme les conditions
¢

‘de égalité des racines de l'équation Z=o. D’oi il s’ensuit
que si cette équation a des racines égales, et qu'on emploie
pour la valeur de z une des racines égales, en sorte que la

. 4 . A
fonction (——) devienne nulle en méme temps que Z, le coef-
u

ficient ¢ dépendra alors d’une équation particuli¢re du second
degré; et par conséquent tous les autres coefliciens du po-
“lynome diviseur, dépendront & la fois de la résolution des
deux équations en u et en & Nous en avons donné ci-dessus
( Note précéd.) la raison métaphysique tirée de 1’égalité des
racines; mais on en a ici une démonstration analytique ri-
goureuse.

Une conséquence essentielle qui résulte des formules précé-

. VA
dentes , c’est que tant que la fonction (7?) ne sera pas nulle,

tous les coefficiens ¢, s, , &c. seront donnés en fonctions
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rationnelles du coefficient z; et que par conséquent cela
aura lien nécessairement lorsque I’équation en z n’aura point
de racines égales, ou du moins lorsquon n’emploiera pour la
valeur de z que des racines inégales.

Or , j’observe qu’on peut toujours faire en sorte que I'équa-
tion en z n’ait point de racines égales, & moins que le polynome
donné n’ajt lui-méme des facteurs égaux; mais comme on peut
¢liminer ces facteurs ’avance, on pourra toujours supposer
que tous les facteurs de ces polynomes soient inégaux. Cela
sapposé , si on substitue dans ce polynome x + & & la place
de x, ce qui changera les coefliciens ¢, b,c, en

a 4+ maA

m(m—1)
b+ (m—1)anr+ S
&e.

les facteurs du mnouveau pclynome seront & + « + a,
x4+ B4+r, v+ +2r, & cest-a-dire que les ‘quantités
z,a,-y,&c.deviendronta+>~,ﬁ3+A,7+A,&c. '

Donc les racines de ’équation en u, seront tous les produits
possibles de 7 quantités , prises parmi les m quantités a + A,
B4, ¥+ r, & etilest clair que deux de ces racines
ne sauroient devenir égales, & moins quil n’y ait deux pro-
duits égaux de deux ou de plusieurs dimensions, formés de
ces différentes quantités. Or, il est visible que tant que les
quantités z, 8, %, &ec. seront inégales, on pourra t‘oujgxlrg
prendre » de maniére qu’aucune de ces égal.ités n’ait lieuj
caren considérant , par exemple, les deux produits («-+4) (64-a)
et (¥ +2) (&4 2) qui se réduisent & A*4- (2 4+ 8) 2 + 2
et » + (7 + &) A+ 5 &, on voit qu'il n’y a qu'une valeur
de » qui puisse les rendre égauX; et qUE_, [’)ar conséquent ,
il y en aura une iafinité qui les rendront inégaux , 4 moins
que Von ait « +f=—=o +detab=y% 4, ce qui emporteroit
Teégalité de = et B avec y et d.

1l en sera de méme des produits d’un plus grand nombre
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de facteurs; d’oi 'on conclura en général, qu'on peunt ton-
jours transformer ainsile polynome primitif, en augmentant
Pindéterminée x d’une quantité quelconque , de maniére que
Péquation résultante en z n’ait point de racines égales.

Nous venons de donner, non-seulement la maniére, mais
les formules mémes par lesquelles on pourra toujours trouver
un diviseur dun degré n d’un polynome quelconque du
degré m ; et nous venons de démontrer par ces formules que
ce diviseur ne dépendra que de laracine d’une seule équation
du degré p, savoir:

m(m—1) (m—2)ciec(m—n + 1)
I . 32 . Seeveieenen

Il suffira donc que cette équation ait une racine réelle
pour que tout le diviseur soit réel; mais comme il 0’y a en
général que les équations d’un degré impair, oun celles des
degrés pairs dont le dernier terme est négatif, ot Pon soit
assuré de Pexistence d’une racine réelle, il reste & voir quelles
sont les valeurs de n pour lesquelles ces conditions anront né-
cessairement lieu.

Quel que soit le nombre m, il est toujours réductible & Ia
forme 2¢ i, i étant un nombre impair, Supposons 7 = 3¢, on
aura

260 (2% — 1) (2%i—2)....(2%i— 2"+ 1)
1 . 2 . L |

® o=

ou bien, ce qui est la méme chose,

’ afi(2fi —1)(2fi—2)ci. . (2fi—2t4 1)

FET(F — 1) (2f —2). . (af —afx )

et divisant le haut et le bas de cette fraction par 2%, en-

suite par 2, par 4, &c. on aura

P(2fi— 1) (287 i—1). .., (2f i — 2t 1)
(20 — 1) (207" —1), e (2¢ —~ 28 4+ 1)
Comme le numérateur et le dénominateur ne contiennent

Plus que des facteurs impairs, et que le nombre » est par sa

® o=

DES EQUATIONS NUMERIQUES. =215

nature un nombre exmer, il s’ensuit qu’il sera nécessairement
impair.

Il gensuit de-la que tout polynome du degré 2f i peut
toujours avoir un diviseur réel du degré 2¢;le polynome res-
tant aprés la division sera donc aussi réel, et du degré 28— 2f,
savoir 2% (£ — 1 ); or, { étant un nombre xmpan‘ y L — 1
sera un nombre pair, qu'on pourra représenter par 2” £,
% étant un nombre impair; le polynome restant sera alors du
degré 2¢*° &, et aura un diviseur réel du degré 26*7, et
ainsi de suite. Comme de celte maniére tout nombre entier
peut étre décomposé en un certain nombre de puissances
croissantes de 2, comme 2f + 2¢%7 4 &ec. il Sensuit que tout
polynome d’un degré quelconque , pourra étre décomposé im-
médiatement en yn pareil nombre de polynomes, dont les
degrés seront ces mémes puissances de denx.

Il reste donc & considérer les polynomes dont le degré est
une puissance de s. Faisons dans la formule générale de g ’

m
m=2¢, et n = —=124"", on aura
2

26 (28 — 1) (8% = 2).iu... (28 — ot 4 1)
® =

1.2, i, 8
S H ) (8 —a) (o g
ToatT (et Ty (s ’—-2)... 28T L)

divisant le haut et le bas de cette fraction par 2¢-*, et en-
suile par 2, par 4, &c. on aura
2 (20 = z) (257 —1).ii (28— 257 )
(257" — 1) (af o) (2F T 2 )
(,omme tous ‘les facteurs dun numérateur, a Pexception dn
premier 2, ainsi que tous les facteurs du dénominateur 5 sont
impairs , il s’ensuit que le nombre ¢, qui est d’ailleurs entier
par sa mature, sera nécessairement de la forme 2i, / eldl]t
un nombre impair.
Considérons dans ce cas I’équation en u; puisque le degré

. by

du divisenr est la moit¢ de celui du po]ynome, les racines
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de cette équation seront tous les produits qu’on pourra faire
en prenantla moitié des quantitész, 8,7, &c. dontle nombre est
supposé pair. Donc puisque leproduit de toutes cesquantités est Iz,

. 2
il Sensuit que st z est un de ces produits partiels , — ensera
u

un autre ; par conséquent si z est une racine de ’équation dont

il s'agit, -, ©n sera une auesi. Cette équation devra donc

. I
demeurer la méme, en y substituant — pour x.
142

Par cette substitution , équation
wr—Aut "+ Bu = C 4 &e —-Ru +Su*—Tu+ V=0
dPVlendra aprés avoir été multipli¢e par z* et divisée par V,

u"—-,-%[;u""-i-/%?u“” ]LVR F-t 4 &e. " ;C 7
E S CEy S
V ut — v + v = 03

et comme ces deux équations doivent étre identiques ,
on aura

-AhT RS I°R
A = V P B = 7 Py C = ~—v‘ &e. 3
mais on a trouvé ci-dessus V =~2", v étant = wn = % (acause

de m =2 n, dans le cas présent ), et par conséquent impair ;
on aura donc
T=AWK',S=B#*;R=CW¥°, &c;
ainsi, en substituant 2vdla place de x , et réunissant les termes
¢galement éloignés du milieu , I’équation en z deviendra
A B — A (2T 4 k'“‘u) + B (&4 BT w)
—C (2" 4+ K °d) + &, =0
et divisant par ',

u+~+A(u"'+ )+B(—=+ 22)

—C (u‘““ + l—‘r_—3> + &e. = o. ;
Or
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. . h
Or, silPon fait y = u + ;,onauray“:u’ 4 ﬁ--{-zﬁ,
P

i 7

T __ 3 1 .o . .

y‘ =’ 4 = + 3% (u + ;), et ainsi de suite; d’ou l'on
tire

ll+£=y
u
vt Lo
u
s, P
u+—u—,=y’—5ky
: &e.
et en général
N E A _ A (rx—3)
AR Y T

2
A(a— 4 A—5
—_ " ')5( ) A ¢+ &e.
Par le moyen de ces substitutions , 'équation en x du degré 2 v,
sera transformée en une equauon en y du degré v, laquelle
sera de la forme
y—=(A)y + (B)J' T=(C)y T+ e =0
en supposant
{(A)y=A
(B)=B —v & oz

(C)=C—(r—1)RrA .
(D)=D-—-(v-.2);,3+f_(’_.f__"_).ﬁ-
&e. 2

Ainsi on voit qu’il suffit de calculer directement la moitis
des coefliciens A, B, C, &c. de ’équation en #; ce qui réduit
le calcul & la moitié, Qn voit de plus que , comme P’exposant u
est dans le cas présent un nombre de la forme 2 7,7 étant
impair , le nombre s sera impair, et par conséquent équation

en y aura nécessairement une racine réelle,
Ee




218 PE LA RESOLUTION
, h
Or, ayant supposé z -+ ;:y,czlaurau’-—yu-i-lz:o;

d’ot Pon tire z =%:E: ‘/ (% - h); d’ou Pon voit que,

pour que z ait une valeur réelle , il ne suffit pas que la valeur
de y soit réelle , mais il faut encore que y* — 4 % soit nue
quantité positive. Cela aura lieu nécessairement lorsque / a une
valeur négative ; ainsi, dans ce cas, le polynome du degré 2¢
est résoluble en deux polynomes réels du degré 247, Mais si /2
a une valeur positive , il faut voir de plus si 'on peut toujours
trouver une valeur réelle de y , telle que y* > 4 4.

Soit donc 2 — 4 & = z ; qu’on substitue dans ’équation précé-
denteeny, v/ (z 4+ 4 &) an lieu de y, on aura, aprés avoir
fait disparoitre le radical par ’élévation au carré, et ordonné
les termes suivant les puissances de z, une équation en z du
méme degré v, laquelle aura nécessairement une racine réelle
positive , si son dernier terme est négatif. Or , puisque v est
un nombre impair , le dernier terme sera le produit de toutes
les racines, pris négativement ; ainsi la question est réduite &
voir si le Prodnit de toutes les valeurs de z est essentiellement
une quantité positive. -

Puisqtlez=y“—4h,ety=ﬁ,+;’:,onaﬁra
. ke LN
z = u +—u—,——2h-——(u—;>.

Or u a pour valeurs tous les produits qu’on peut faire en mul-
tipliant ensemble une moitié des quantités w, £, 3, &e. et

nous avons déja va que les valeurs de - sont les produits qu’on
o u
peut faire en multipliant ensemble 'autre moitié des mémes
. quantités ; donc les valears de u -~ ~ seront denx i deux égales.
u

et de'signe contraire ; par conséquent, on aura toutes les valeurs
différentes de z ; enne donnant & u que lamoiti¢ de ses différentes

*
s
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valeurs; et il est évident que le produit de toutes les valeurs de z

. h . -
sera positif, si le produit des valeurs deu— ,, beut étre exprimé

par une fonction rationnelle des coefficiens @, &, ¢, &e. car
alors son carré sera nécessairement une quantité positive.

Sl n’y a, par exemple , que quatre quantités «, 8, 3, &,
toutes les valeurs de zseront a B ey, a &, 85, 885 v 45 et

. h .
les valeurs différentes de u — - seront , en ne prenant pour &
N L

que les trois premiers produits, L
@B —n9d, ay—pJL, ad— 2y

le produit de ces trois quantités étant développé, donne
GBS Fafydd alfd 4 By
-‘_d-lﬂ.',/’—"- u‘ ﬁ! &’ — ul 73 $i ——— Bn yﬁ J\l,

oti Pon voit que la partie positive et la partie négative sont

chacuue une fonction invariable et symétrique des quantités

«, 8,7, %, et peuvent par conséquent étre déterminées en

a,b,c,d, parlesformules données plus haut.

Généralisons maintenant ce résultat, et désignons pour plus
de simplicité par P, Q, R, &c. les différens produits qu’on
peut faire avec la moiti¢ des quantités «, 8, ¥, &c. en 'y con-
servant une méme quantité «, etparp, ¢, r, &c. les produits
formés par Pautre moitié des mémes quantités , et que jappel-
lerai réciproques. Je vais d’abord prouver que les quantités
P, Q, R, &c. et leurs réciproques-p, ¢, 7 &ec. renferment
toutes les valeurs de z. On'a vu que ces valeurs sont au nombre
deu; et dcausedem=2n;ona
. M._.M:_z)....n 4 1

.
cscoveeen

f 1 « 3 . .
P'un autre c6té, comme on suppose que les quantitésP, Q,R, &ec.
contiennent loutes nne méme quantité a, il est clair que le

pombre de ces quantités sera celui de tous les produits qu’on
Eexz
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peut faire en ne prenant que » — 1 quantités sur 2 7 — 1
quantités ; donc ce nombre sera
(271—1) (2n—2)...(n¥1) wu__
1 . 2.0 (n—1) =37
Dongc, puisque les quantités P, Q, R, &ec. forment la moitié
de toutes les valeurs de u, il suffira de prendre ces quantités

pour les différentes valeurs de u, et p, ¢, r, &c. seront les

valeurs correspondantes de Z Ainsi il s'agira de voir si le
produit v
(P—p)(Q—9g) (R—r)..on
est nécessairement une fonction invariable des quantités
«, 8,9, &c. auquel cas-on sera assuré qu’il peut étre déter-
miné rationnellement par les coefficiensa, &, ¢, &c. D’abord
il est évident que toutes les permutations qu’on peut faire des
quantités 8, 5, &, &ec. entr’elles ne penvent que faire échanger
les produits P,’Q, R, &c. entr’eux, et leurs réciproques en
méme temps entr enx ; de sorte qu’il ne peut résulter de ces
permutations aucun changement dans le produit
(P—p)(Q—g) (R —r)....
. Considérons ensuite les échanges de « contre chacune des
antres quantités g, 3, &, &c. il est clair gu’en échangeant
« en B, celles des quantités P, Q, R, &c. qui contiennent &
la fois « et £, ne souffiiront aucun changement; il n’y aura
donc & considérer que celles qui ne. contiennent point g. Or
si P, par exemple , ne contient point 2, comme les deux pro-
duits P et p contiennent toutes les _quantités 2, 8, 3, &c: il
’ensuit que B sera contenu dans p , et ainsi des autres ; donc
par Péchange de « en 8, toute quantité P ou Q, &e. qui ne
contiendra'point 8, ne poarra que devenir une des recxproques
P> g, r, &c. qui sont supposées-ne point contenir « ; ainsi P
d'eviendra par exemple ¢, et alors Q deviendra nécessaires
ment p; donc P — p deviendra ¢ — Q, et en méme temps
Q.+~ ¢ deviendra p — P. D’ou 'on peut conclure en général
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que, par les échanges de « en 8, 9, &ec. les différens facteurs
P—p,Q—g,R—r,&c. ne pourront que rester les mémes,
ou s’échanger entr’eux en changeant en méme temps de signe.

Maintenant , sion cherche le nombre des produits P, Q, R, &c.
qui ne changeront pas par ’échange de « en 8/, ce nombre sera
celui de ces produits ot « et 8 se trouveront ensemble ; dong
le nombre total des quantités'ez, 8, 3, &c. étant 2 , et le
nombre de ces quantités dans chaque produit étant 2, le nombre
des produits qui contiendront a la fois « et 8, sera celni des
combinaisons qu’on peut faire en prenant # — 2 choses sur
2 n— 2 choses; par conséquent, il sera exprimé par

(en—2)(2n—3)....(n+ 2)

1 . 2 ereeee(n—2)
comparant ce nombre au nombre v donné ci-dessus, il pourra
) . v (n—1)
&'exprimer par ———— 7,
n -+ 1
Or le nombre total des quantités P, Q, R, &ec. étant v, si on
y(n—1)

en retranche le nombre

2v
on aura our le
’ n o+t P )

n 41
nombre des produits P, Q, R, &c. qui, par I'échange de
« en 8, se changeront dans les réciproques p, ¢, r, &c. par
conséquent , ce nombre sera aussi celui des facteurs P — p,
Q — ¢, R — r, &c. qui changeront de signe par ce. méme
échange ; donc, tant que 2 sera un nombre pair, et par con-
séquent tant que l’exposant m = 2 n sera une puissance de 2,
plus grande que 2, le nombre dont il s’agit sera nécessairement
pair ; d’on il s’ensuit que le produit total

(P —-p) (Q —_ q) (R — I').....
ne changera pas par Péchange deaeng; il en sera de meme
des autres échanges de « en 3, &, &c.

Donc enfin ce produit sera une foncuon invariable des quan-
ﬁtts e, B s Vo &ec. et pourra par Consequeut se déterminer par
des fonctions rationnelles des coefliciens a,b,c, & du
polynome donné. Donc I’¢quation en = du degré impair » aura
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son dernier terme négatif ; par conséquent, elle aura néces-
sairement une racine réelle positive (n°. 3 ).

: .. V3
En prenant cette valeur positive pour z, on aura <u - > =z,
. b : ‘
etde—lau—; =y z;doncu*—uy z—h=o0,et

z [ r .
de-ld u =2/ z2== ¢/ ( " + k), quantité nécessaircment

téelle , puisque nous avons supposé la quantité % positive.

Done tout polynome du degré 2¢, tant que ¢ sera plus grand
que Vunité, soit que son dernier terme £ soit positif ou néga-
tif, pourra se décomposer par les formules que nous venons
de donner, en deux polynomes réels du degré 207', et 'on
aura ces deux polynomes & la fois, en employant la double
valeur de z. Donc, en combinant cette conclusion avec celle
qu’on a trouvée plus haut pour tout polynome du degré 2¢ i,
on pourra toujours résoudre un polynome quelconque en fac-
teurs réels du premier ou du second degré. :

Nous avons donné dans le chapitre 1L un moyen -direct
de trouver les racines imaginaires supposées de la forme
a==@y/ —1,d o résultent ‘les facteurs réels da second degré
¥'—o2ax + -4 £ ; mais la quantité 8 dépend de Péquation
dont les racines sont les carrés des différences entre les racines
de I’équation donnée , et qui n’est d’un degré'impair que dans
le cas ou le degré de cette équation est un nombre impaire-
ment pair , ou impairement pair plus Punité. Dans ce cas, on
peut tout de suite trouver les limites d’tine racine réelle de
celte équation , par la ‘simple substitution des nombres
0,1,2,3, &c. si le dernier terme est négatif, ou des
nombres 0, — 1, — 2, — 3, &c. si le dernjer terme est
positif; et ayant les premieres hmltes il est facile de les res-
serrer § volonté, Mais lorsque Péquation est d’un degré pair, si
gon dernier terme n'est pas négatif, on ne sera assaré de trouver
Yes limites d’une de ses racines réelles , qu’aprés avoir trouvéd
une quantité plds petite que 1a plis petite des différences entre

.

DES EQUATIONS NUMERIQUES. 223

ses racines , soit au moyen de P'équation des différences de
celles-ci, ou par la méthode de la Note IV, ou bien en employant
la méthode des limites de la Note VIII; ce qui peut entrainer
dans des calculs assez longs. Par P'analyse que nous venons de
donner ci-dessus , la décomposition de tout polynome, et par
conséquent de toute équation en deux facteurs réels, dépend
immédiatement de la racine réelle d’une éqnaticn d’un degré
impair, dont la recherche ne demandera que la simple substie
tution des nombres naturels & la place de Pinconnue. Ainsi &
cet égard V'analyse précédente peut étre quelquefois préferable
dans la pratique & la méthode générale du chapitre I*".

On pourroit déduire des mémes principes d’autres consc~
quences intéressantes pour la théorie des équations ; mais nous
nous contenterons de faire voir en peu de mots, comment
la résolution générale des équations du troisiéme et du qua-
tri¢me degré en dépend.

11 suit d’abord de ce que nous venons de démontrer , que
puisque 4 est une puissance de 2, ’équation générale du qua-
trieme degré peut se décomposer en deux du second degré,

moyennant une équation en # du degré 42 , Cest-a- dire
2

dusixiéme degré, et dontles racines seront «8, ay, ad, £y, g, 4,
en supposant «, £, y, #, pour les racines de la proposée ;
mais cette équation peut se réduire ensuite & ume ‘équation
en y ou en z, qui ne sera que du troisiéme degré ; de sorte
que l’equauon genera]e du quatriéme degré est tou)ours ré-

soluble , moyennant la résolution d’une équation du troxswme
degré.

Si on cherchoit l’équation dont les racines serbient la somme
des racines 2, 8, 5, & prises deux & deux, cetle équation
geroit encore du sixiéme degre et serviroit 4 déterminer le
eoefficient du second terme des diviseurs du second degre de
la. méme équation du quatriéme degré ; mais en diminuant
toutes les racines de cette équation du sixiéme degré de la
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moitié de la somme des racines «, 8, 3, &, somme qui fait

le coeflicient du second terme de équation proposée, toutes

les puissances impaires de linconnue disparoitront, et Ié-

quation deviendra résoluble & la maniére de celles du troisicme

degré , comme Descartes I'a trouvé; car dans ce cas, ses ra-

cines deviendront .

a + B—y—3d a5 —8—3 a4 d—=pp—,y
, 4

)
2 2 2 ’

Bry—a—29 B4+ —a—y 94+ —u—p

2 ! 2 ? 2 4

qui sont deux & deux égales, et de signe contraire. Cette
équation aura de plus pour dernier terme, un carré avec le
signe négatif; car il est visible que ce terme sera
1

—gp et E—r =)y ety —E—I)(atd—p—0),
et on peut démontrer que le produit

(¢ +B8—3—d)(aty—8—2)(atd=—p—1),
est une fonction invariable des quantités «, ,, &', et par
conséquent déterminable par les coefliciens a, 6, ¢, d, dela
méme maniére que nous avons démontré Pinvariabilité de la

fonction (P—p) (Q—g¢g) R—r)....; car il est facile de
voir que cette démonstration aura lien également en prenant

pour P, Q, R, &c. des fonctions invariables quelconques .

de la moitié des quantités «, 8, 3, &c. et contenant toutes
une méme quantité « ou 8, &c., et pour p, ¢, r, &c. des
fonctions semblables de Pautre moitié de ces quantités.
En effet, on trouve par le développement
(e + 8=y =) (e + 9 —8—23)(a4d =58 —>)
=2 (& + 8+ + )+ 2 (a8 + 282
Yarydt By d)—(atpt+y+ ) (2+8+2+)
De sorte que si Pon a Péquation du quatriéme degré
¥+ as’ +ba+cx+ d=o,
dont
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dont les racines soient — «, — g, — », — &, en sorte que

ea=ae+ 8+ 2+
b=aptaryt+adt+py+pdtard
c =afyt+ afd4ayd+ gy

d =apgyd

on trouvera
(48— = (etry—8—8(e+d—8~—~>)
=a —4ab + 8¢
Or, si 'on considére Véquation dont les racines seroient,
(e +8—2—32), (et y—8—12), (e +—8—3",

et que cette équation~soit représentée par

y¥—Ly +My—N=o
on aura .
L=(z48—3—=2)+(2a+y—8p—273)
+ (e +d—8—2)
M=(z4+8—2—2)(e+r—8—4)
LA (et B—r =) (2 + F—p— )
(et —B—2) (s +&—8—2)
N={((z+p—2—09) (2+2—=8—3) (e+3—p—3))
ot Pon voit que les coefliciens L, M, N sont des fonctions
invariables de «, 8,% , &, et qui peuvent par conséquent se
déterminer par les coefficiens a, b, ¢, d, de I'équation domée;
et I'on trouvera, par un calcyl qui n’a de difficulté gqu’un peu
de longueur, I -
L=35a—2865b , =
M= 3a*— 16 a*b 16 b* + 16 a ¢ — 64 d
N= (&*— 4 ab 4 8¢)* ,
Ainsi , si on désigne par 7, s, ¢, les trois racines de I'équa-
tion en ¥, OR aura .
. a4+ 8-y &

:‘/7‘
aty—B—d=Vs
a4 P —p—p=Vv
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ot Pon peut prendre & volonté les radicaux en plus ou en moins;
mais comme leur produit doit étre égal a la quantité
@ —4ab 4+ 8c,

si cette quantité est positive , on pourra prendre les trois radi-
caux positivement ; si elle est négative , il faudra en prendre
un négativement.

Avec cette attention, si on combine avec les trois équations
vi-dessus ’équation

a=2a+ B+ + &

on en tirera les valeurs snivantes, o tous les radicaux sont
censés pris positivement. Sia’ — 4a b 4 8¢ >0

a+Vr+Vs+Vt

I

4
g__a+|/r-—\/s’——‘/t
- 4
_a—yr+ vVs— ¢t
r= 4
J\=a—\,/r—\/s+‘/t .
4

etsid® —4adb+4+8c<o
_e—Vr+vVas+ vVt
4

a—yVr—yvs—yt
g = "
e+ vVr+ yVs—yit
[ N
J=a+‘/r—‘/s+;/:
y L

On a ainsi & la fois les qnatre racines —— e« , — g, ey, =4,
de Péquation du quatriéme degré. Ces expressions sont dues
@ Euler; comme elles sont moins connaes que celles qui résultent
de la méthode de Desgcartes, j’ai cru gu’on seroit bien aise de
les trouver ici. : St
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Tel est le fondement de toutes les méthodes qu'on &
trouvées jusqu’ici pour la résolution générale des équations
du quatriéme degré , comme je Vai fait voir ailleurs en détail,
Poyez les Mémoires de PAcadémie de Berlin , pour Vannée
1770. :

A Pégard des équations du troisiéme degré , leur résolution
générale dépend d’une fonction linéaire des trois racines «, 8, 3,
telle que « 4+ m 8 + ny; cette fonction, en faisant toutes les
permutations possibles entre les trois quantités «, g, y, aura
ces six valeurs différentes :

e b mp+ny, e+ my+nb,
p4+matny, B+ my+ na
y+mpB+ne, y+mae+ng,
qui pourront étre les racines d’'une équation dont les coeffi-
ciens seront déterminables par des fonctions rationnelles des
coefliciens de Péquation proposée. Or, si I'on prend pour
m et n les deux racines cubiques imaginaires de 'unité, qu’on
— 14 /-3

peut représenter par r et r*, en faisant r = A

, il
arrive qu’en supposant

t =a+rp 41y
et Uu=—oa-+ry+ra,
les six racines dont il s’agit deviennent, a cause de r’ == 1,
t,u,rt,ru,rt,r u; de sorte quen prenant y pour I'in-
connue de Véquation qui aura ces six racines, le produit des
trois facteurs simples ¥y — ¢,y — r ¢, y —r*¢, sera (4 cause
der+r+r=oetr=1)y ' —~t,et le produit des trois
facteurs semblables y — z, y — 7 &, y — 7° 4, sera pareille-
ment y° — z° ; multipliant ensemble ces produits , on aura

. _ys—-(t3+u3)y3+t3u3=0,

équation du sixiéme degré, résoluble & la maniére des équa-
tions du second degré, et dont les deux coefficiens £ 4 #" et

£ u° seront nécessairement des fonctions invariables de « , 2 5,
*Tfa
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En effet, on trouve par le développement
2 =L +3rM+ 3N
=L +3rN +3rM,
en faisant pour abréger
L=+ +y +6cpy
M==a"8+ 82+ 3
N=ua9y+ a2+ 36
Etde-la, dcausede r + r* = —1,
£ + ' =2L—3(M+ N)
et £l =L —BL(M+ N)+ g(M+ N)—27MN,
ou P'on voit que les quantités L, M + Net M N, sont en effet
des fonctions invariables de =, 8, 7.
Soit maintenant
) 2+ ax* 4+ bx 4+ c=o0,
Péquation générale du troisieme degré ayant pour racines
—a,—f§, — 3, 0naura
e+ B+93=a, afp+ay+py=>b, «apyr=7
de-la on trouvera
@ 4 Bty =a —25
&+ B P =a—3ab+ 3¢
B4 P+ B =0 —BFabec+ 3¢
donc
L =d—3ab+gc
M 4+ N=ab—75c
MN=2% 4+ (6*—6abd)c + 9 ¢*;
d’ol Pon aura enfin
P4+l =2a—9gabdb+ 27¢
P ud = (a*— 3 b);
de sorte que ’équation en y sera
PF—(2@—9gabtse)y+ (a8—350=0
d’oti Von tirera deux valeurs de y°, qui seront celles de £ et
de i, et dont les racines cubiques donneront les valeurs de #
et u; enfin ces valeurs, combinées avec I'équationa==e¢+ 8 -+ 75
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donneront & la fois les trois racines — ¢, — B8, — 3;
on aura, en effet,

e+t 4+ &
=735
__a+i"t+ru
p=—3
_‘_a+rt+r‘w
yE

_ La premiére de ces expressions, en y faisant @ = o, donne la

formule connue de Cardan.

Toutes les méthodes qu’on a imaginées jusqu’d présent pour
résoudre les équations du troisiéme degré , dépendent du méme
principe , comme je Uai fait voir dans les Mémoires cités.
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NOTE X1

Sur les formules d’approximation pour les racines des
équations,

Novus avons vu dans la Note V que la méthode de Newton
consiste & substituer successivement dans une méme fonction
les résultats des substitutions précédentes; ainsi on peut réduire
en formule le résultat général de ces substitutions.

Soit F 4 = o ’équation proposée , et a la premiére valeur
approchée d’une des racines de cette équation. Suivant la mé-
thode dont il ’agit, on substitue @ + p 4 la place de «, et on
rejette dans le développement tous les termes ol p monte
au-déssus de la premiére dimension.

Par le développement connu des fonctions, Péquation Fx = o
devient

Fa+pF’a+p?AF”a+&c.=o,

etseréduitaFa + pF a = o, dod Ton tire p = — ra.
a
Ainsi a étant une premiére approximation , si on fait & = — Fa

) F/ a ?

on aura @ + & pour seconde approximation, et celle-ci donnera

F(a+tb)

de la méme maniére , en faisant ¢ = — —— " T 2J 1o 400

’ ¥ ( a+ b) ) 1

siéme approximation @ + & + o, et ainsi de suite ; de sorte
que lavaleur de x sera exprimée parlasérica + b+ ¢ + d + &ec.
. Or je remarque que si b est une quantité trés-petite , la
valeur de F (@ + b) sera trés-petite de Pordre de b*; car le

DES EQUATIONS NUMERIQUES. 231
bn
développement de F(a + &) domneFa + 6Fa + —F'a 4 &c.

3
Fa b,
maisb=—-i,,—;;doncF(a+ b)=—2—F a + &c. donc,

puisque ¢ = — ;‘TE_:_:_%% , la valeur de c sera aussi du méme

ordre &*. De miéme, la valeur de F (@ 4+ & 4 ¢) sera
de Pordre de c¢*, et par conséquent de Pordre de 5¢; car

Fla+b+c)=F(a+b) +cF (a+b)+£2- F”(a 4 b) + &ec. ; mais,

__ Fla+?)
T T F(at )

donc, puisque & = —

;dOucF(a+b+c)=—‘;—F”(a+b)+ &e.

F(a+b+4c)
F (a+b+4+c)
de Pordre de 4*, et ainsi de suite. D’ot il s’ensuit que si F g est
une quantité trés-petite , Perreur des approximations ¢ + 3,
a+ b +c,a+ b+ c+ d, &c. sera respectivement de Pordre
des puissances 2, 4, 8, &c. de F a.

Si on développoit successivement toutes les fonctions snivant
les dimensionsde Fa, la formule ¢ + & + ¢ 4+ &c. donneroit
Fa (FayFa  (Fa) F’”a_(F a) (Fa)
Fa  2(Fa) ' 2.3(Fa) 2 (Fay

Mais cette formule , qui est trés- commode pour le calcul
arithmétique , ne peut fournir la série ordonnée suivant les
puissances de F a, que par des développemens longs et pénibles ;7
et on peat tirer directement celle-ci de ’équation méme

s la valeur de d sera aussi

a — +&c.

P P oo ’
Fa+pFat+ SFat 5F 0+ &=o,
en la mettant sous la forme
RS N pz—_'F,” .
— (7 Fa+ £2F a+ &c.)

et substituant successivement les prémiéres valeurs de p dang

les termes qui contiennent p*,p’, &c., on bien en supposant
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tout de suite dans la méme équation
p=AFa+ B(Fa)+ C(Fa)+ &
et égalant a zéro les termes affectés des mémes puissances de a;
ce qui donnera les équations nécessaires pour la détermination
des coefliciens indéterminés A, B, C, &c,
On aura ainsi
AFa+ 1 =0

BF’a+%—F”a=o

3
CF’a+ABF”a+-:}—5F”’a=o

&ec.
d’ou lon tire _
I
A= — 5=
B = ¥ a
= T 2(Fay
. (F'a)* F"a
C=- 2 (F a) + 2.3 (¥ a)t
&ec.

<t la série .

a+ AFa+ B(Fa) + C(F a) 4+ &c.

gera laméme que celle qu’on a trouvée ci-dessus; ce qui prouve
la correspondance des denx méthodes.

Mais on peut parvenir a4 ce méme résultat par une autre
méthode plus directe et plus analytique,

La question consiste & tirer de Péquation F(a+ p)=o0, la
valeur de p en série. Je puis regarder la quantité @ comme une
fonction d’une autre quantité «, et supposer que a devienne
a + p lorsque « deviendra « + Z. Ainsi, comme @ devient en

. P .
général ¢ + i d + —;— a’ + ;—zg 2" 4 &c. lorsque « devieng
¢ 4 i, on aura ﬂ
oY
p=iad + ia-a”—{- fga”’+ &e,

Je
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Je puis supposer en méme temps que a soit une fonction de «,
telle que Pon ait F @ = «; alors F (a + p) deviendra o + i,
et 'équation F (@ + p) = o sera = + i = o, laquelle donne
sur-le-champ i = — « == — F a; de sorte qu’on aura
- 1

— (Fa) + &
et il n’y aura plus qu’a trouver les valeurs de @', &”, @', &ec.

Ces valeurs sont les fonctions dérivées de a, considérée
comme fonction de «; or on a pour la détermination de aen «,
Véquation F @ = «; donc, si on prend les fonctions dérivées
relativement 4 « , en regardant @ comme la fonction de «, et
qu’on désigne, comme on I'a fait plus haut, par F a, F’ a,
F” a, &c. les fonctions dérivées de F @ par rapport & a, les
fonctions dérivées de F @, F' a, &c. relativement 4 «, seront
a ¥ a,d F a, &c. et Péquation F @ = « donnera d’abord
@ Fa=1, donlon tire

p=—-a'Fa+%(Fa)’-—-

, 1
‘= e
et de-la, en prenant toujours les fonctions dérivées, et substi-
tuant cette valeur de o’ ,

a,,____a’F”a_ " Fa
T (Fa)y T (Fa)’
wm_ _@F'a  Bd (Fay
- (Fay (Fa)

F!/la . 5 //a 2
TEE o 7 4= (F s) "
(Fa) (Fa)
&ec.
On peut trouver ainsi successivement les valeurs de @, o”,
a"’, &c. par lesquelles on pourra continuer aussi loin qu’on
youdra la série

a'

" ’
a—a'Fa—{-%—(Fa)’——:g(Fa)a-'}- &e.

qui exprime la valeur de x dans I'équation F & = o, et ’on aura
]a méme série qu'on a trouvée ci-dessus,
Gg
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Cette formule revient i celle qu’Euler a donnée dans la seconde
partie du Calcul différentiel ( chapitre IX, art. 234 ). On voit
par un Mémoire de Courtivron, imprimé dans le volume de
TAcadémie des Sciences pour année 1744, qu’Euler Vavoit
déja trouvée 4 cette époque , et on peut la compter au nombre
des déconvertes dont il a enrichi ’Analyse. Par la maniére dont
nous venons de la présenter , elle est une suite naturelle de la
théorie du développement des fonctions.

Nous allons maintenant rapprocher les résultats précédens
de ceux qu'on pent tirer des séries récurrentes. Suivant la
méthode exposée dans la Note VI, pour avoir la valeur de la
racine p de I’équation

’ P ps " —
Fa+pFa+——Fa+——-F a + &c. = o,
: 2 2.3
il faudroit développer la fraction

Fe+ pFa+ % F"a 4+ &c.

Fa+pFa+ %F”q+ &e.
suivant les puissances de p; et si T p* et V p“** sont deux

.. T s
termes consécutifs, on aura Vv pour la valeur de p, d’autant

plus exacte que ces termes seront plus éloignés du commence-
ment de la série.

Dans la méthode ordinaire , les termes d’une série récurrente
se forment les uns d’aprés les autres ; mais celte maniére, qui
est trés commode pour le calcul arithmétique, n’est pas propre
4 donner le terme général en fonction des coefficiens de 'équa-
tion, et il faut pour cela employer d’autres moyens.

Pour donner a cette recherche toute la généralité dont elle
est susceptible , je vais considérer la fonction fractionnaire

¢ x

u—x 4+ faz’
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dans laquelle je suppose que f x et ¢ & sont des fonctions
de x, telles que

fx=A+Bx+Cx"‘+Dx3+&,c.

px=P + Qx + Ra* + S &° 4+ &ec.
Je représente par
(o) + (1) & + (2) = + (3) &* + & )

la série résultante du développement de cette fonction , suivant
les puissances de x, et je me propose de trouver I'expression
du coeflicient (72) de la puissance 2",

Je commence par développer la fonction suivant les puissances
de fx; j’ai la série .

o x e xfua ex/"x+&c‘

% —x (2 —a)* (g—a)

je considére chacune de ces fractions en particulier , et je
cherche les termes multipliés par & qui peuvent résulter de
leur développement.

Lafraction donne la série connue

U —x
x?

x!
—Z;§+-;E+&C,

1 x
Z + - +
laquelle étant multipliée par la série représentée par ¢ x , don=
nera les termes suivans affectés de a*,

ot il faut remarquer que , comme les puissances de = dans les
dénominateurs vont en diminuant , il faudra g’arréter au terme
divisé par z.

Or, si on considére Ia fonction ¢ ¥, qu’on la divise par 2" %,
qu’ensuite on y change x en z, et qu’on ne retienne que les
termes divisés par z ou par des puissances de «, il est aisé de
voir qu’on aura de cette maniére la série qui multiplie *. Done
la partie multipliée par &, provenant de la fonction ;-’_—j——;,

Gg a2
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A . , pu .
pourra étre représentée par - Z", en ayant soin de ne rete-

. ¢ u . A
nir que les termes de —— qui auront z au dénoninateur.
u

De la méme maniére, si on cherchoit la partie multipliée
¢x X fx
U —x

: sux fu
suivant les puissances de x, on trouveroit - T x", en ne

par 4", provenant du développement de la fraction

euXx fu . . .
retenant dans o que les termes qui aurojent une puis~
u

. . Lo PuX fu
sance de z au dénominateur. La quantité ——-———_,_—,Z—— est donc
u

identique avec le coeflicient de &” dans le développement de

ox X fx . . .
~—f; donc Iidentité subsistera encore entre leurs fonc~
u—=x ,
tions dérivées relativement & u; d’od il suit que la fonction
eux fu )'
b

dérivée de %ﬁ;{l‘ » que nous dénoterons par ( S
sera égale au coefficient de & dans le développement de la
fonction dérivée de &Z——Eéf relativement & u.

Or, comme u ne se trouve ici que dans le dénominaleur, et

. e 1
que la fonction dérivée de ———— est — -————— onencon-
u—x (u—uxp

clura tout de suite que ( P ) &" sera la partie du dé-

px X fx

veloppement de — a—s) qui sera multipliée par 4", en

. . . . etuxfu
ayant toujours soin de ne retenir dans la fonction ——n;-'.f——, et
u .

¢ x ><fu)'
>

par conséquent aussi dans sa fonction dérivée (————;7,_——‘—
. 7 e

que les termes qui auront % au dénominateur,
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On trouvera pareillement que la partie multipliée par #* dans

; px X f*wo . .
le développement de f , suivant les puissances de =,

., ¢ u ><f u
sera exprimée par —— % , em ne retenant que les termes
u
divisés par des puissances de # 5 donc lidentité subsistera
encore a ’égard des fonctions dérivées relativement a %5 par

. . s eu X f*u
conséquent , la seconde fonction dérivée de = "+{(' relatis
u

. , pu X u
vement 4 z, que nous dénoterons par ( - *‘ch- ) s Sera
172

encore égale a la partie affectée de ™ dans le développement
05 /-

C ., T
de la seconde fonction dérivée de « Mais la premiére

—_x
. 'y 1 . 1
fonction dérivée de ——— étant — —————,la seconde sera
U —x (6 —ax)

qauf’u>

),, donc, divisant par 2, on en conclura que( e

(u
1 tx frx .
sera la partie du développement de (w—a) qui sera multi-
U

pliée par a", en ayant soin de ne retenir dans la valeur de

oufru ., )
(T:,—) que les termes divisés par des puissances de .

On prouvera par une analyse semblable qu’en dénetant par

pufiu N . . . -
( flu - ) la troisiéme fonction dérivée , relativenrent 4 «,
2.3 wr ¥t

¢uf?

. 1/ .
de lg fonction Pt et supposant qu’on' ne retienne dans
cette fonction que les termes divisés par des puissances de u©y

rx

la partie multipliée par x* dans le déVelopp?ment de — Gy

eufiu \"
)

snivant les puissances de x, sera exprimée par T
2.5 ut

et ainsjde suite,
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Done, en rassemblant toutes ces parties, on aura I'expres-
sion compléte du terme () x" du développement de la quan-

.oz ¢ . ) ‘.
tité st suivant les puissances positives de #, et ’on
trouvera
eu X ju u X
(1) = g+ (PEILEY 4 (LY
X e\
+( 2. 5u"“"> + &

en ayant soin de ne retenir que les termes qui contiendront
des puissances négatives de u.

Nous remarquerons ici qu’en prenant encore successivement
les fonctions dérivées suivant z, on pourra avoir les expres-
sions des termes multipliés par x* dans les développemens de

¢ % de ¢ x X
(u—x+fx7’ (u—x+f.x)3’ (u—-—x+fx)‘
Ainsi en désignant par (n), (n)’, ()", &c. les fonctions
dérivées ; premiére, seconde, &c. de la fonction de y désignée
par (n), on aura

.
—_ o ” _'37_‘ — " __“_7:_ A
(nY & () —, - ()" — &

pour les expressions des termes dont il s’agit. Et pour avoir
les valeurs de (n), (n)’, &c. il n’y aura qu’a ajouter un

&e.

£ puju
trait , deux traits , &c. aux fonctions uf el ( - fl ) &e,
de Pexpression de (7).
Supposons qu’on demande le terme général (n) a* de la série
provenant dn développement de la fraction rationnelle
P+ Qux

I — 2 & COs @ +4 &*

On divisera d’abord le numérateur et le dénomipateur par
¢ x

2 cos » pour le réduire & la forme zT—Ti——f;

, et N¥on aura

DES EQUATIONS NUMERIQUES. 239

par la comparaison avec cette formule

P Q
P x =
2 cos @ ‘2 CO§
x* 1
fx = —y U =
2 cos @ 2 cos
Donc on anta
P Q
b u= + u,
2 Ccos ® 2 COos o
v . ut
= ¥ = —
fu 2 cos @’ f (2coswy*?
(]
u
Fu= s
(2cosw)
Donc
7 Py~ Qu
z"*' T 2cosa 2 cos @
su X fu o Qurte
ut' 7 (acose)* | (2cosw)t
pux<frru P au*? Qu 4
w2t 7 (2cose)’ (2cosa)?
&a.

.

Fn prenant les fonctions dérivées par rapport & z, on
aura donc
(au ><fu> _ _(a=)Pu (n—=2)Qu*
= = (2cosa) (2 cosw)*
euxfuy'  (n—38) (n—2)P a7
( 2wt ) - 2 (2 cos )
TS (7 — 3) @ u=**
2 (2 cos )*

’
&e.
et par conséquent

o (u (1) a (= B)(a—a)
(n)_P(ﬁcosu (2 cos w) ‘ 2 (2c0s0)® --&c.)
_(n—2) gt (n—4)(n—3) "+
+Q(2 cosw (2 cose) 2(2cosmj3_~—&c'>
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otiil n’y a plus qu’a substituer au lieu de « sa valeur
On aura ainsi
(@—POmmwuﬁmﬂXmmwm+——fﬁtihmmwﬂ
_@—@%j?@—@@mqu+m)
+ Q((z €080)" ' —(n—2)(2c080)* % 4 u(”—— (2cos0) S

(”—6) (n—S) (n_4) (2 cosw)"_g + &o. )

2cose

2.9
ot il suffira de ne point admettre de puissances négatives
de cos w.

Cette expression peut se réduire & une forme plus simple,
en employant les formules connues des sinus des angles mul-
tiples ; on-aura par ce moyen

Psm(n—{—l! " Qsmnu

. sin o sin @
comme Enler P’a trouvé dans I'Introduction & ’Analyse ; mais Ia
formule précédente a I'avantage de pouvoir s’appliquer faci-
lement aux fractions dont le dénominateur est une puissance
quelconque.
En effet, pour 1& fraction
P+ Qua
(1 —22cos o + 2 )
on aura le terme général — (n) a"; et en prenant la fonction
- dérivée de l'expression de () en «, on aura
, (n + N (n—1) nu"
"“("):P(h‘_"_’—‘ (2cosw)
2'cos @
»
(n—5) (n—3) (1= 1)~ _&m)

2 (2 cos @ )?

o+

R (b N (et DL
+Q( 2 COS & (2cosw)?
(n——4) (n—=3)(n—2)u""""
2 (2 cos w)3 ’ —&c)

.- : et
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1 .
1 i u sa valeur il viendra
et snbstitnant pour Too s’

— @y =P((n+1) (2c0sa)** = (n—1) n (2005 0)""

—3) (n—2) (n—1) o
+(” r (2 cos ¥, —&c.)

+Q(n (2cos @) — (n=—2) (n—1) (3cose) "

(n—14) (n—3) (n—2)
2

ou il suffira aussi de pousser les séries jusqu’aux puissapces
négatives de cos « exclusivement , et ainsi de suite.

Reprenons maintenant l'expression générale enu, du coefi-

cient (1) de la puissance x" dans le developpement de la frac-

+ (2co8w) "Hmme &c.)

; et supposons que le numérateur ¢ x soit

tlon — + f
1 —-f x, ou plus généralement de la forme 4 » (1 —f"w),
Cest-4-dire qu'il soit le produit de la fonction dérivée du
dénominateur prise négativement, par une fonction 4 x,
qu’on suppose entiére et rationnelle. Faisant la substitution de
Ju (1—f u)aulieu de ¢ u, on aura

du «Luxf’u+ »!,uxfu) (4,u><fuf )

(n) "'"uu+| - ——IF_:-— ur+l 1
(R Ly (REL) 4 e

Or (n+| ’ n+;f'“+( )f”l
Gy = vf w+ ()5

et par consequent

(J,U>f+fl ) ("quf) ((Yt;“f’u

’
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Doxue faisant ces réductions , et supposant pour abréger
Ju
Y u = ZI‘T—F_A 5
on aura

() =%u+ ¥ uXfu-+ (M)’
"L

Cette formule servira 4 trouver Pexpression du terme général
() «" dans le développement de la fraction
Nr (11— fx)
v—ux + fw
suivant les puissances de x, pourva qu'on ait soin de ne rete-
nir que les termes qui coutiennent des puissances négatives
“de u.
Supposons ¥ & =1, et par conséquent ¥y =1, ¥ u==z" """,
on aura le terme général (n) " du développement de la frac~
1 -—-f' x
vu—ax+ fx
tion 4 — & + fx =0, ce terme sera exprimé par

.Or si «,8,,&c. sont les racines de-’équa-

tion

1 1 1
(3;1 tEre et &c.) a",
par ce quon a démontré dans la Note V1. On aura donc, en
mettant 7 4 laplacede » + 1,

=+ = =+ &

o ] b%
= u"" 4 (u"")’fu-{-((—u:)_(;_f_ﬂ_lf)'
Py

en ne conservant que les puissances négatives de z.
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Soit proposée , par exemple , ’équation
a—bx 4 cax*=o0,
dont les racines solent « et 8. 7
On la divisera par & pour la réduire d la forme ¢ ——x + f=,

ca? a :

on aura f & = -5 et la valeur de u sera 7 Donc chan -
cu' .

geant x en z dans f x, on aura f u = - et de-13

cu "t n o ute

n —1
(u‘")’Xfu:————b——‘-— (w VXt um=——— 7 ]
— a5
(") X fu=m— ne Z“ , &ec. Done
1 LSRR 1. . n(n—3)c¢ _ ..,
ik 2l Ay

n(n-s) (n_4)c -u+5 .
2.5 8 + &

s a .
ot il 0’y aura plus qu'a faire z = 7 On apra ainsi

n -1 _5)
R ORE IO, ”("w ¢ )

_—‘“‘(n_i)a(za_-é)c &) + &e.

en continuant cette série tant qu'il y aura de puissances posi-,
. b
tives de —.
a
Si on vouloit avoir la somme des puissances positives «* + £,
il n’y auroit qu’a considérer Péquation @ a*—bx -+ c=o0,qui

1
résulte de Péquation précédente , en changeant & en =, et dont

1 1 .
les racines sont par conséquent — etg; ce qui ne demande que

Hh 2
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de changer a en c et ¢ en a. On aura donc ainsi

. AN na b\ n(n—3)a" ,b\"°
cre=(0) -5 Q) 7 — ()

ntm—>5)(n—4) & ,b\"°
- 35 () + &

En général, «, 8, v, &c. étant les racines de ’équation
v—ax + fo=0,
on aura
u—x -+ fo==F(x—~a)(e—28)(x—2)...
% étant le coefficient de la plus haute puissance de x; et
prenant les fonctions dérivées de part et d’autre,
—1 4 fa=k(x—B8)(x=—y)ee. + F(o—a)(&=—=9) ..
Gk (x—a)(x—y)iees
donc divisant et changeant les signes
1—f = 1 1 r
‘u-—:cf+fx=u-—-m+ﬁ—-x+7——-x + &e.
et multipliant par 4 &
"!'-’”(‘—'f'x)r_ 4 4 x 4=z

PA—— z—x+p>—z'+7_-x+&6'

Or 4 x étant supposé une fonction entiére de &', on pourra
la diviser par « — &, jusqu’a ce qu'on parvienne & un reste
sans ¥ ; et pour trouver tout de suite cereste , iln’y a qu’a cons
sidérer que ¥ ==+ x est divisible par « — x, le quotient étant
une fonction entiére de x et 2, que nous désignerons parF (x, «);
et si & est une fonction dudegré m, il est clair que F (&, « ) sera
du degré m=1. Donc; puisque Ya—+ 2=F (¥, «) x (+—=), on aura

Jo=da— B(z,a) X (s—1); donc

x o
a_ﬂ:—-—F(x,a)-}- ::.._f;'

4B
B ——x

On trouvera de méme ;:-"—f-; =—F (*,8)+ , et ainsi
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des autres. Donc , en faisant ces substitutions , on aura

120 =12 . §(x,a) —F (2,8) — F(2,7)— &
u—x+ fx
4a Ny 45
+ n-‘-—x+B-—'-x+y—-x+&c'

T résolvant ces fractions en séries, on aura aprés les m — 1
premiers terfies , dans lesquels se fondent les partics entiéres
— F(w,2), —F(x,8), &c. une suite réguliere dont le
terme général sera

4 a 48 4y .

(;¢7+'ET:+';::+ &e.) &7

de sorte qu’on aura, 7 étant > m,
4 e + e 47
= + o + o+ &
(n) PrE o ki Y

Clest le terme général de la suite récurrente qui résulte de
e (1—f'x)
u—x4 fx
de Péquation z — & + fx =0, .

En comparant cette expression avec I'expression générale
de (n) en u trouvée ci-dessus, et mettant pour plus de simpli~
cité n ala place de # + 1, on aura

+e 4
'-44 + - + "‘Z
@ &
=vu+4+ YVuXfu +‘~(

+ (FX TALY Ny
n

la fraction , exprimé par les racines «, 8, , &c.

+ &ec.

¥ u xf"q)«'
2

3
ol ¥ u = i"_ , et ol on ne doit retenir que les termes qui
u B

contiendront des puissances négatives de .

Supposons maintenant que Pexposant n -smt infiniment grand,
en sorte que le terme (7) 2" 7, auquel il répond dans la série
récurrente , soit pris & une trés-grande distance de Porigine,
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on pourra alors regarder la fonction ¥ z = comme ne

7
contenant que des puissances négatives de » €t méme toutes
les fonctions ¥ x Xfuy ¥ ux f*u, &c, comme ne contenant
aussi que des puissances négatives de z; du moins cette sup-
position sera’ d’autant plus exacte , que le nombre 7 sera plus
grand. Dans cette hypothése, il n’y aura aucun terme 4 rejeter
dans 'expression de (n), et on pourra regarder la série

Yot ¥Vuxfut (W—h-, "jf’”)' + (Wﬁ":}&‘) + &

comme allant & Vinfini sans aucune interruption.

Or j'observe que toute série de cette forme , dans laquelle ¥ u
et f'u sont des fonctions quelconques de u, a cette propriété
remarquable , que si on la mpltiplie par une autre série sem-
blable , dans laquelle, 4 la place de la fonction ¥ # » 1l y ait
vne autre fonction quelconque 11 z, le produit sera encore

une série semblable , mais dans laquelle il yaura¥uXxXTudla:

place de ¥ z. En effet , si on multiplie ensemble les deux
séries
”

Wu+1f'u><fu+<‘z'iz£_f_u>'+»(M) +‘ &e,

2.3
TI’ ’ n' > ”
Hu+rl'u><fu+< u>:f’u>+( uz 5&‘) + &c,
ona
YuXMuy

+(YeXTu+NDuX¥Yu)fu
4 a ’ .
.+‘1'u(n—€‘—><—f—f)+‘l"u><n’u><f’u
2
Voux fouy
(Ll
&e,
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Or v ux u +HNuX¥u=(Yuxnu),

’ ‘e 1
(HM) =_1uxfu + W uxfufu,
2 2
’ ’
(T_L?_fl.lf) __-=.;_~Ff’u XL u+ vu Xfufu,

donc la série devient

YuxTu+ (YuxOu) fu,

F i (YeXxXNu + 2% ux Wy + TuyXx ¥'u) f*u,
F(vexNu) fufu+ &

savoir '

YuxMy 4 (*Ifuxn'u)'fu+((?u><—_~llu__)fz> + &e.

Et on trouvera la méme chose en poussant la multiplication
plus loin, et en rassemblant les termes qui conliennent leg
mémes dimensions de fu. :

Donc en général si on dénote par (v z)la série qui contient
la fonction ¥ , et de méme par (T2} la série qui contient 11 u,
la fonction f z demeurant la méme dans les deux séries, il
résulte de ce que nous venons de trouver que l'on aura

(‘Fu) > (1'1 u) = (‘P‘u > TL u),

et comme cette propriété a lieu quelles que soient les fonctions
Fuetlu,sionfait ¥ uxNu=ay, onaura(“lfzc)x(nu)z(@u);
donc (My) = (@_n.)s mais Iz = ?-l{, nc (ou) = (2=

(Yu)’ Yu (¥u) ¥u/?
c’est-a-dire que le quotient de deux séries semblables, lesquelles
contiennent deux fonctions différentes, ¢ z et ¥ 4 > Sera aussi-
une semblable fonction qui contiendra le quolient de ces mémeg
fonctions. .

Done si on prend deux nombres trés-grands ymetn 4y,
dont la différence 7 soit un nombre quelconque positif ou néga-
tif, le quotient de la quantité

e dg 4y

e +_,Q_”+7—+&c'
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divisée par la quantité

e {8 4y
F+F+7u+r+&c'

sera exprimée par la série infinie
v g N
*Ifu+“!"u><fu+(-—-;5—f—->+&c.

"I‘ 122
en faisant ¥ z = — divisé par \!',,_,_, y Cest-a-dire ¥ z =u".

D’un autre cdté, z étant un nombre infiniment grand, il est
visible que les deux quantilés ci-dessus se réduisent & leurs

-, « étant la plus petite desracines

- 4
premiers termes oy et e

a, 8,9, &c. Donc le quotient de la premiére de ces quantités,
divisée par la seconde, se rédnira A «”; d’oli résulte ce théoréme
trés-remarquable.

Si « est la plus petite des racines de l’égquation

u—ax+ fx=o0,
on aura

et @y efut (SIZLRY ¢ (Y 4 s

r etant un nombre quelcongue positif ow ndgatif.

Ainsi on a par cette formule, non-seulement la racine «,
‘mais encore une puissance quelconque de la méme racine.

Si on fait mainterant » = — 7, n étant un nombre fini
quelconque et qu’on compare cette formule avec celle qu’on a

donnée plus haut pour la valeur de— + = + —; + &c. on

en tirera la conclusion suivante tres-sxnguhere.
i dans la formule
_'l

w4 ( _”)fu+((u_")'><f u) ((” ><f’ )+&c

on ne retient que les termes qui ont des puissances négatives
de u, elle donne la valeur de la semme des puissances — 1

dg
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de toutes les racines «, f, 5, &c. et si on y conserye tous les

termes , elle ne donnera que la méme puissance de la plus
petite racine a.

Ainsi , comme nous avons déja trouvé plus hant pour les
racines « et 8 de Péquation ¢ x* — b x +" a = 0,14 formule

R R O R O I Ol

n(n—5)(n—4)c® s b\""° :
- : 2.3 b° (7;> + &e.

en ne continuant la série que tant qu’il y & de puissances

. b . . o . .
positives de o sion continue cette méme série & l'infini sans

. Y ‘ 1
aucune interruption , on aura alors la valeur du seul terme —
a

en prenant pour « la plus petite des deux racines « et 8; et
méme on pourra y faire 2 positif, ou négatif i volonté.
Les deux racines de I'équation ¢ x> — b x + @ = o étant

- 1 1

2 et B, celles de 'équation @ 4*— & x 4 ¢ =0, seront — et 2
-2

et Pon aura

1 b \/(b’—4ac) 1 b ‘/(b‘-—v4ac)

o 2a 2a 8 2a 2 a

« étant_supposée la plus peme des deux racines. Ainsi la
série oo

@ =% @+ ()~

.. b
en ne retenant que les puissances positives de P Jest-a-dire

les puissances négatives de a, sera égale a
(b+V(—4bac)) + (b—;/(b’—4ac))
(2 a)
7 étant un nombre entier quelconque; et si on continpe
Ii
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la série & Vinfini, elle deviendra égale &
(b + v (bj—4av)>"

2a

n étant un nombre quelconque positif ou négatif.

La premiére parlie de cette proposition est facile & vérifier
par le simple développement des puissances n°™*, puisque le
radical y/ (4* -~ 4 @ c) disparoit de lui-méme ; et d’ailleurs
elle est déja connue par le théoréme de Moivre.

Pour vénifier Pautre partie , il faut réduire en série le radical

lui-méme. Ainsi en faisant, par exemple, n = 1, la série
devient

b ¢ 2ac* 3.4ac

b_e_zar 3des o

a b 2b 2.3 b
laquelle peut se metire sous cette forme

b b 1 2¢ 1.1 8ac® 1.1.3 320'C°
— ‘—'—'—.'-'————.'—T—————-—.————i———&C.
2a 3a 2 b 2.4 b 2.4.6 b
e . , . , . b b*—fac

Or cette derniére série est évidernment égale & =t ‘-/-(—;7-—).

Soit Péquation indéfinie
a—bxt+cax—das + eaxt— fa* + & = 0;
on fera dans la formule générale du théordme ci-dessus
cuw —dv + eut — fu' 4+ &e
fu=
13
d’ot Pon tire '

. _~c’u‘—ncdu5+(d‘+2ce)us+&c..
fu"" b

Scut—3cdu + &e.
fsu: b3

ot vt — &e.
cr—==

f‘ u = X
&e.
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Or (¢') = r &'~ ; donc

WYX fu=r cut —dut 4 ebu"”—fu"” + &ec.
c ™ — aod utt 4 (d° "+ 1R,
(u’)'xf’u:rcu 2cdu -4-[)(i + 2ce)ut® 4 &c
Tyt —3ecdutt + &e.
(#) % fu=r= -
a4 &e.
(u')'Xf“u:rE——lf“I;f °

&e.
Prenant les fonctions dérivées , et substituant dans la formule

dont il s’agit, on aura, aprés avoir fait # = -, et changé «

a
b
en v,

. a' av+1 c av+s d ar+3 e 07+4f
x==—17+r( b+ e + e +&c')
r/(r4B)a* et (r+faPxeed  (r+8)at(a*+2ce) )
'(( PaE ( gt ek + &)

r (45 +4a"  (r+6)(r+5)atixFed o
1 5 - b+ + &)
r (r+7)(r4+6)(r+5)attct
2.5.4 ( g + &)

2

-+
&ec.

Sir = 1, onaura
ac a’d f:[_e J— a—;;f-f- &e.

a
r=pt g Tt
2 a® ¢t 50404+5a5(rl"+2ce)+&c.

= v
5 a* ¢* s1a’ecd

— &e.
+ — o T &e

5ot
+~li?;~c—+&c.
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Cest la formule connue de Newton, pour le retour des
suites, qu’on n’avoit encore trouvée que par la méthode des
indéterminées. L’analyse précédente, en méme temps qu’elle
donne la loi de cette formule et le moyen de la continuer aussi
loin qu’on voudra, {ait voir que la valeur de x qu’elle exprime
est la plus petite des racines de Péquation proposée.

Si on veut appliquer la formule précédente & la détermi-
nation de la valeur de p dans Péquation

2 3
Fa+pFa+ !;—F”a + %F”’a + &c. = o,
2.
que nous avons considérée au commencement de cette Note ,

. , . 1 1
il n’y aura qu’a substitnerFa, —F a¢,-F' a, — 3 F"a &c.
2 2

aulien de @, b, ¢, d, &c. et p aulien de & ; on aura ainsi
p=—§f— (Fa)F’a _ (Fa)'F"a 2(Fa)’ (F'a)
¥a 2 (Fa) 2.3 (Fa)t 2 (F'a)®
ce qui donne la méme série que nous avons trouvée par deux
méthodes différentes. )
Nous pouvons généraliser encore la formule du théoréme

donné plus haut. En effet , paisque « est une des valeurs de x »
ce théoréme pent se présenter ainsi.

L’équation x =z + fx donne en général
R (@YxfruN' (@)Y x<fu\
=t @) fut () + () + e

Or, soit F x une fonction quelconque donnée de x, on
peut la supposer réduite 4 laforme Ma' + N o' + P 2’ + &e.
ainsi, pour avoir la valeur de F x, il n’y aura qu’a ajouter

+ &e.

ensemble les valeurs de 27, 2’ , 2', &c. multiplices respecti=
vem:nt par M, N, P, &c. ; on aura par ce moyen une formule
dans laque!le ;4 la place de uv,ilyauraMu 4 No' 4+ P o' + &e.
Cest-d-ldire F #, et par conséquent F' zdla place de (z").
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De-1la résulte enfin ce nouveau théoréme, remarquable
autant par sa généralité que par sa simplicité.
L’équation x = u + f x donne

Fa=Fu+Fuxfut 2 (Fuxf i+ 5 (Fuxfu)+&e.

ot les fonctions de’stgnées parles caracterzstzgues fetF , peuvent
étre quelcongues.

En effet , ce théoréme , présenté de cette mamére est indé~
pendant de la considération des racines, et n’est plus qu’un
résultat de la transformatiou des fonctions, qu’on peut vérifier
par ’élimination successive de # ou de . J’ai donné le premier
ce théoréme dans les Mémoires de PAcadémie de Berlin, pour
Tannée 1768 ; j’y étois parvenu par une analyse &-peu-prés
semblable a la précédente , mais moins rigonreuse. Plusieurs
Géometres se sont occupés depuis & le démontrer & posteriors
par le développement des fonctions ; mais Laplace en a donné,
dans les Mémoires de I’Académie des Sciences de Paris, pour
Pannée 1777 , une démonstration directe et élégante, tirée du
Calcul différentiel; c’est cette démonstration que j’ai trans=-
portée dans la Theorie des fonctions (n°. 99).

Avant de terminer cette Note , je crois utile de montrer
comment la méthode que j’ai donnée an commencement de
cette méme Note, pour résoudre par approximation ’équation
¥ (a 4+ p) =o, peut étre appliquée ala résolution simultanée
de plusieurs équations & plusieurs inconnues.

Supposons que Pon ait deux équations entre les deux incon-
nues x et 3, que nous désignerons en général par F (»,y) = o
et f(x,7)=o0. Supposons de plus qu’on connoisse déja deux
valeurs approchées a et & de x et y ; en sorte qu’en faisant
x=a+ p,y= b4 g, les quantités p et g aient des valeurs
fort petites. Il s’agira de tirer ces valeurs des deux équations

F(a+pyb+g)=o0, f(a+p,b+y9q)=
Je puis supposer que a et & soient fonctions de deux autres
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quantités « et @, de maniére que ces quantités devenant
@+ ietf+ o,les quantités a et b deviennent @ + petb g,
Je puis supposer de plus que ces fonctions soient telles que
F(a,6) == et f(a,b) = 8; ce qui donnera, en mettant
e+ietB 4o aulieudeaetﬂ,

Flatp,btg)=ati, f(atp,btg)=48+o0;
de sorte que les équations proposées deviendront alorse 4 j=o
etf + o0o=0p;dou Yontire i ==a = —F (a,b) et
0=—8=—f(a,b)

Or, en adoptant la notation des fonctions dérivées » indiquée
dans la Note précédente , les fonctions « et & des quantités
« et 8, lorsque ces quantités deviennent « 4+ ietg + o,se
développent dans les séries

o+ (i ()e+ (DI G)iot (BT 8

b\ . ’ BN 2 7 ‘ [P
2+ (@4 () 5+ (ot (B L+ e
Donc , substituant — F (@, 8) pour i et — f(a,b) pour o,
on gura

P==(DF @5 = (L) f(an)
+1(E)T@H + (L) F (a,0) % 1 (ay8)
+§(:_:)m’ + &e..

7=—(Z)F(0,5)= (%) 7(a,8)
+1GIF@H + (L) T (3,8) x f(a,1)

+ i(g)f(a, 5 + &
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ot il n’y aura plus qu'a substituer les valeurs des fonctions
a a b . , .

partielles (——,) R (F) » (—,), &ec. qu'on tirera des équations
-2 o

F(ay,b)=ua, et f(a,d) =2,
en prenant successivement les fonctions dérivées relativement
a « et 8, et substituant & mesure les valeurs déja trouvées dans
les suivantes.
Ainsi on aura d’abord

= ) =
(Fe) = o (FG20) =
Mais on a en général , relativement & a et 5,
ot () o« + ()
7o =(Hy ¢ 4 (),

donc, enregardant a et & comme fonctions de « et 8, on anra,
relativement & chacune de ces quantités en particulier ,

() (Fa) () () (),
()= (D) (24 (52 ()=,
EFD =D =@+ (D= (D=,
(F52) = (L) () (L (B
@ol Pon tirera les valeurs des quatre fonctions dérivées par-

tielles du premier ordre (;i,l), (-Z;), (é,:), (%:)l, exprimées
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par]esfonctionspartielles( (a, I))) (F (@, b)> (f (a, bl)

<f—-(5bz7’—b—)—> , qui sont faciles & déduire des fonctions données

F(a,b),f(a,b), en prenant leurs fonctions dérivées rela-
tivement & a et b en particulier,
Ensuite, en prenant de nouveau les fonctions dérivées des

a a . . .
valeurs (—,), (ET) » &c. relativement & « et 8, on aura les

valeurs de ( /,> ( ) &ec. et'ainsi de suite,

Si on fait pour abreget
(F’ (Z" b)) =M, (F’ (Z’ab)) - N
(f’ (;,b)) —m, (f’ (Z',b) )=,
on aura
N
()= Mn——Nm (B> Mn—Nm

( )_ Mn—-Nm ( ) Mn—-Nm
et les premitres valeurs de p et g seront
nF (a,b) N f(a,b)
Mr—Nm Mn—Nm’
m¥ (a,b) M f(a,b)
Ma—=Nm = Mn—Nm'

Comme ces valeurs sont fonctions de @ et &, on pourroft
g’en servir pour en trouver de plus exactes, en y substituant
a4+ pet b+ g & la place de a et b, et ainsi de suite,
comme on Pa vu au commencement de cette Note, pour le
cas d’une seule équation et d’une seule inconnue. On auroit
ainsi des formules plus commodes pour le calenl arithmé-

tique que les formules en série ; mais celles-ci donnent les
expressions

TS —

DES EQUATIONS NUMERIQUES. 257
expressions des racines toutes développées et ordonnées sii-
vant Jes puissances des quantités. F (a, b) et f(a, b)), qui
représentent les erreurs provenant des valeurs a et & supposées
anx inconnues x et y dans les équations F (x, ) == o,
f(x,5) = o; de sorte queces séries seront toujours d’au-
tant plus convergentes , que les erreurs de ces supposmons
seront plus petites.

Au reste , ces formules ont le grand. avantage. de pouvoir
sappliquer également & toutes les équations, de quelque genre
qu’elles soient , puisqu’il ne s’agit que d'en trouver les fonctions
dérivées , relativement & chacune de lears variables,

Kk
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NOTE XILIL

Sur la maniére de transformer toute équation , en sorte
que les termes qui contiennent Uinconnue aient le méme
signe, et que le terme tout connu ait un signe différent.

J’ a1 observé au commencement du Mémoire qu’on peunt tou-
jours ramener a cette forme toute équation proposée, pourvu
qu’on ait deux limites d’une de ses racines , lesquelles soient assez
rapprochées pour quetouteslesautresracinesréelles, ainsi queles
parties réelles des.racines imaginaires, s'il y en a, tombent hors
de ces limites. Comme cette transformation peut étre utile dans
quelques occasions , et que j’ignore si elle est connue ,je vais
Pexposer ici pour qu’on puisse en faire usage au besoin.

Soient @, & les deux limites données , ou connues d’une
maniére quelconque , o la limite en moins » & la limite en plus.
En supposant que x soit inconnue de Véquation proposée , on

a+by \ A . .
5 €t aprés les substitutions et les réductions,

1+ y

{ferax =

on aura une équation transformée en y, du méme degré que

Péquation en x, qui aura la forme' demandée , si la limite g est
assez prés de la valeur de la racine.

Car soient «, 8, 3, &c. les racines de Péquation proposée
en x, et « la racine dont @ et b sont les limites. Puisque
a+ by xr— a X X
¥ =-————, 0n aura y = b—_;; donc les racines de Péqua-

1 4+ y

. ¢ —a f—a y—a
tion en ¥ seront

bT-d’b—ﬁ,b—-y’&c. Or on a par
Phypothése « > a < &3 donc ¢ —~a> 0,86 —a>o0;
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. e —
donc la racine ———

a - .
3 ~ sera positive,, et d’autant plos petite ,

que la différence entre la limite @ et la racine « sera moindre.

Ensuite , comme les autres racines £, 3, &c. sont supposées
tomber hors des limites @ et b, st 8 < @, on amra aussi
nécessairement 8 << 5;donc g —a<oetd —g > o0; donc la

. B a , . L. . .
racine ;—— sera necessairement ncgative. Si » au contraire,

8> b,onauraaussig >a; donc g —a>oetd—g <o;

— a ce . .
donc-ﬂ sera encore une quantité négative. Donc la racine

b—p

—a ) ’ : —
5 sera dans tous les cas négative. Il en sera de méme

. y -
de toute autre racine, comme A

a s
, correspondant & une
¥

racine réelle 5 -de 'équation en . )

Mais supposons que £ et 3 soient imaginaires, elles seront
nécessairement de la forme p ¢/ — 1, p —07 y/ — 1,
p et o étant des quantités réelles ( Note IX ); donc faisant
B=p + o/ — 1, laracine g p— deviendra ;%%:% 3
multiplions le haut et le bas par 6 —p 4+ ¢/ —1,0n aura
(—a)(b—p)=r+ (b—a)sy —

(b—») + o
que la partie réelle 7 tombe aussi hors des }imitesba et &; done
sip << @, on aura awssi p < b; par comséquent p — a < o,
b—p>o0;donc(p—a)(b=p)<oj;etsip> b,onaura
aussi p > a; doncp —a >0, 5 —p < 0, et par conséquent
dussi (p —@a) (b —p) < o; donc la quantité (p—a) (b=—p)
sera dans tous les cas négative.

Donc , puisque ¢* et (4 — p )* sont essentiellement des

" . B—a .
quantités positives, la racine P deviendra dans ce cas

1 .
. Mais on suppose

delaforme —P + Q y/—1,P et Q étant des quantités réelles R
Kk 2
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et P étant essentiellement positive. De méme , en faisant

a. .

deviendra =P —Qy/—1,
— 7
et ainsi des autres racines imaginaires.

Donc, prenant des quantités positives p, ¢, 7, &c. P, Q,
R, &c. les racines réelles de ’équation en x donneront dans
la transformée en y les racines réelles pPy—q,—r,&c.etles
racines imaginaires de la méme équation donneront dans la
transformée les racines —P 4-Q ¢/ — 1, — P —Qy —1,
—R+S¢y~1, —R—S/ —1, &c. Doncla transformée
en y sera formée des factenrs

y—pr, ¥y +tg, y+r&. y4+P—-—Qy —1,
IJ+P+Qy—r1, JH+HR—=8y —1, y+R+Sy—1,&ec.
Or les deux facleurs imaginaires ¥ + P — Q / — 1 et
Y + P 4+ Q ¢ — 1, donuent le facteur double réel
J'+ 2 P 4+ P* 4+ Q, et ainsi des autres. Donc Péquation
en y sera

=p) (P +@)(y+7). - (1"+2P+P4+ Q9 (y* + 2R+ R* 4 §%)....=0

Considérons le produit de tous ces facteurs, excepté le pre-
muer , y — p; comme tous les termes de ces facteurs sont
positifs, il est visible que leur produit , ordonné par rapport
a y, ne pourra contenir que des termes positifs. Le produit
sera donc de la forme

YT 4+ AymTr 4 Byt 4 & + K,
ol les coefficiens A, B, C, &c. K seront tous positifs, sans
gu’aucun puisse €tre nul. Multiplions maintenant ce polynome
par le facteur ¥ — p, on aura
I+ (A=p)y"™ + (B—Ap)y"™* + (C—Bp) y"~°
+ &c. — K p=o0

pour Péquation en y.

On voit ici que le dernier terme — K p est edsentiellement
négatif, et que les termes précédens seront tous positifs si Pon
RA>p,B>Ap,C> Bp, & Comute_ep rapprochant

7=F—¢V—x,laracinez
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a — a
b—a
devenir aussi petite qu’on voudra, il est clair quon pourra

la limite @ de la racine «, la valeur de p, qui est ,peuit

~

. B C
toujours prendre a telle que Ponait p < A, < e < B &e.

ce qui rendrd tous les termes positifs , excepté le dernier.

On ne doit pas craindre qu’en diminuant ainsi la valeur de p,
les valeurs de ¢, 7, &c. P, Q, &c. diminuent en méme temps,
de maniére & devenir nulles avec p. Car en faisant @ = a, ca

. g — .
qui donne p =0, la valeur de ¢, qui est — - :,devlendra
—e o —a)(b—p)—7
....b__B;etlesvaleursdePetQ,qm sont — =t
(b—a)« (p—=a)(b—p—7" (b—2a)s

—_— 1 et~
et = F H,&evxendront G+ o=t

et ainsi des autres. »
Donc on est assuré que la substitution de %
de x, donnera une transformée en y qui aura la condition
demandée , pourvu que la limite @ en moins soit assez prés de
la racine dont elle est limite ; ce qu’on pourra toujours obtenir
en essayant successivement pour @ des valeurs plus grandes. )
On a vu (n°. 27) que Péquation 8* — 7 & + 7 = 0 a trois
racines , deux positives et une négative ; et l’?n a trouvé
pour les deux racines positives des fractions continues, dont
les termes sONL X, 1, 2, 1, &c.et1, 2, 1, 4, &c.; de'-léon
peut former ces fractions convergentes Vers les denx racines

au lieu

[ 1 z 6 7 .
TR L
2 1 3 4 19 3
Y 30 .27 3Y ke &e.

On voit d’abord que 1 et 2 sont deux limites de la premiére
racine ; mais, comme la seconde racine est renfermée entre
les nombres 1 et 2, elle se trouve aussi necessalrement. ren-
fermée entre les mémes limites ; on prendra donc les limites
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snivantes2et j, ctonferaa=13,b =12, et par conséquent
_it*2y _b4+6y
1+ 3+ 5y
changent pas les signes de I’équation en y, on pourra faire

X 54 2y
simplement & == Rl mettanty pour 3y, On trouvera

- Mais puisque les multiples de y ne

einsl la transformée
y’+4_y'+3y——1=0,
qui est , comme ’on voit, a ’état demandé.
De méme , si on prend pour Vautre racine les limites
) P p
let$, enm faisant @ = $ et b = %, on aura la substitution
t+3y_8+4+9y
t+y  6(1+4y)

; 8+ 38y
yauheude5_y,x_6+ =

s ou bien , en mettant simplement

, et Pon trouvera la trans-
formée :
Y +8y + by —8=o,

qui a anssi la forme demandée.

Les limites que nous avons employées ont conduit directe~
ment aux ‘transformées que l'on cherchoit; mais si on avoit
pri.s » par exemple , pour la premiére racine les limites 2 et 2,
qui ont également la propriété qu’ancmne autre racine s’y
trouve compfise , puisque Pantre racine réelle est moindre.
que 7, on auroit en @ == 2,4 = 2; ce qui auroit donné I
42y 34 4y
substitution & = = =

oy 2 (147}

3 4+ 2 .
y; et Pon auroit trouvé la transe
2 +y

» ou bien, en mettant

ypour 2y, x =

formée -
Y+r—2y—1=o,

qui n’a pas encore la forme demandée, parce 'que la racine
positive se trouve ici trop grande, v

" Mais, sans recourir 4 une nouvelle substitution en augmen-
tant la valeur de @, il suffira de diminuer toutes les racines
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dune méme quantité i, en faisanty = z + i, et.chercher
ensuite par des essais une valeur de i qui salisfassc’ aux condi-
tions qu’on demande. On aura ainsi cette transformc?

24 (Bi 1)+ (Bt 2 i—2)z+ P hiP—2i—1=0,
et il s’agira de prendre i positif, et tel que 3 &* + 27 >. 2
et 2 4+ * < 2 + 1. On voit tont de suite que ¢ = 1 satis-
fait, et I'on a la transformée
24 43+ 35 —1=0,
qui est la méme que la transformée en y trouvée d’abord.
Nous avons vu dans les Additions au Mémoire { n°. 72},

Ld P .
que si — et — sont deux fractions convergentes vers une des
T

racines de P'équation en x , la transformée en ¢ qui doit servir
a trouver la fraction suivante , résulte directement de la substi-

tution de £ 7: au lieu de « dans ’équation proposée, Fai-
/
[

’

. ”y
sons { = ——, on aura
P
d -
LA T
p . F 7
7 (y+ 1) ¥+

1

Cette substitution est, comme Von voit , apalogue & celle

. - p
] Se ci- ant — et — pour
que nous avens employée ci-dessus , en prenant — 7P

les deux limites que nous avons nommées @ et 4.
Or., comme deux f{ractions consécutives sont elles-mémes
kB A
des limites alternativement plus grandes et pluls petites que ]'a
ine cherchée , et qui sc resserrent continuellement , il
ven 4 i répondent aux fractions plas
gensuit que les transformées qui rep ‘ 1 s plu
petites que la racine, approcheront de plus en plus d’avoir

.
i : i » la forme pro-
les conditions nécessaires pour pouvoir etre de 1 P

: ses intermédiaires auront la méme
posée ; et les transformces
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copriété , en y substituant - lien de y; - P
propriété , y uan 5 au lien de y; car si — > ra

i P
';7)’-{-7

Vexpression de x devient par cette substitution ——————
y+1
s . T P, 1
La différence entre les denx fractions — et — étant — ,
x f 7P
lorsque cette -différence sera devenue moindre que la plus
petite différence entre les racines de l’équation proposée ,
1
N ( Note IV ), on sera

assuré qu’il ne pourra tomber entre ces fractions qu’une seule

c’est-d-dire moindre que la limite

racine ; mais, a I’égard des parties réelles des racines imagi-

naires , il ne sera pas facile de s’assurer ¢ priori qu’elles tombent

hors de ces fractions, 4 moins de former ’équation , dont les

B+ v
2

racines seroient ¢ — , et de chercher ensuite une li-

mite plus petite que chacune de ces racines , pour la comparer
. - 1
avec la méme différence —.

An reste, quoique les fractions consécutives fournissent des
limites qui se resserrent de plus en plus autour de la méme
racine , il est possible que les transformées n’acquiérent jamais
la forme dont il s’agit, par la ralson que les deux limites se
resserrant 4 la fois, la racine positive peut aller en augmen-
tant au lieu de diminuer. Mais lorsqu’on sera parvenu a des
fractions entre lesquelles il n’y aura qu’une seule racine réelle
et ancune des parties réelles des racines imaginaires , il suffira
de diminuer toutes les racines de la transformée correspon-
dante, d’'une méme quantité quon pourra trouver par quelques
essais , eomme on I'a vu plus haut,

Jorsqu’une équation est réduite 4 la forme dont nous par-

lons,
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lons, c’est-a-dire que tous ses termes ont le méme signe , &
Pexception du dernier terme tout connn, il est visible qu’elle
est alors susceptible d’opérations semblables & celles qui
servent 4 extraire les racines des nombres ; seulement elle
demandera plus d’essais et d’épreuves, 4 raison des différentes
puissances de Pinconnue qu’elle contiendra.

Ainsi, par exemple , si I'on a DPéquation du troisiéme
degré

Y+ Ay + By —N=o,
dans laquelle A, B, N, sont supposés des nombres positifs ,
en la mettant sous la forme
Y+ Ay +By=N,

on voit qu'au lien d’extraire simplement du nombre N la
racine de la puissance »°, il s'agit d’en extraire celle de la
somme des puissances y* + Ay + B yjetsia est la partie
de cette racine déja trouvée , et p le reste , on aura

, (3a*+2Aa+B)p+(Ba+A)p*+p'=N—a’—Aa'—Bg;

et par conséquent
N—a(a+ Aa+ B)
3a*4+ 2Aa+ B

p<

formule qui répond & la formule p < N5:,a3 , sur laquells
est fondé le procédé de Pextraction de la racine cubique.
Prenons équation tronvée plus haut
Y4+ hy43r—1=0,
la formule sera ici

1—a(a +4a+38)
P< —%Fa+8a+3

1l est Pabord facile de voir que le premier chiffre de Ia
' Ll
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valeur de @ ne peut étre que o,2; faisant donc g = 0,2,

0,232
on trouvera p < 472 < 0,05. En prenant p = o,04,
. b .
la nouvelle valeur de @ sera o,24 , et Pon trouvera
0,0368. ..
- 0,008, &ec.
5,093, ., < 0,008,

FIN.

Fautes a corriger.

Page 68, ligne 18 et dernitre , au liew de de méme signe , lises de signes
différens.

Page 133, lign. 6 > au liea de X qu dénom;ncteur, lisez 7.
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